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1. Introduction 
A. Sommes. Nous debuterons avec l'identite suivante : 

(i-i) •hEm = E <5 - 

VngZ / m£Z 

La transformation de Fourier J- est normalised suivant : 

Hf)(y) = f(y) = I e 2 ™yf{x)dx = f v (- y ) 



On a done (/ ) v = / = / v , et / (x) = f(—x). Bien sur, 5 n (x) = S(x — n) 
est la distribution de Dirac positionnee en n. 

L'identite est une identite de distributions temperees. Suivant une 
idee de Jean-Pierre Kahane 1 , nous allons la regulariser par convolution. No- 
tons D(x) la « distribution de Poisson » (aussi appelee peigne de Dirac) : 

D(x) = Y, S n (x) 

neZ 

On a l'implication : 

HD{-)){y) = D{y) HD{--t)){y) = e 2m y t D{y) 

En moyennant avec une fonction f(t), il vient : 

T (J f(t)D(- - t)dt) (y) = J f{t)e 2 ^dW{y) = f(y)D(y) 

Soit encore : 

f(x -n) f(y)D(y) = £ f(m)S m (y) 

n£ Z ma Z 

Nous regularisons maintenant le terme de droite : 

n£ Z ra£ Z 

9 y {x) Y f( x ~ n ) -^ m ) / 5m ^ y ~ u )d{ u ) du = Y f( m )9(y ~ m ) 

n£ Z mE Z '" m£ Z 

Au final nous obtenons : 

(1.2) cj>{x) = g v (x) Y f( x + n ) ^(y) = (y - m ) 

n£ Z m€ Z 

La methode peut etre justifiee par des theoremes classiques sur la convo- 
lution des distributions |22l I14j . en faisant certaines hypotheses sur les 
fonctions / et g. Ici / G L^M, cfcc) et g G L-^R, (fa) suffisent. Et plus 
generalement pour n'importe quelle identite initiale J-{D\) = D2 de dis- 
tributions temperees l'hypothese « pour tout N G N (1 + x 2 ) N f G L 1 et 
(1 + x 2 ) N g G L 1 » est sumsante. Si / et g sont toutes deux dans la classe de 



^Lettre de J.-P. Kahane a l'auteur, 22 mars 2002. 
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Schwartz S alors 4> ettple seront aussi. II est important de preciser cependant 
que l'identite ()1.2|) n'est a priori qu'une identite de distributions temperees, 
et que les sommes definissant (f> et ip sont prises en ce sens. Si (f) et ip sont 
integrables et continues alors (jl.2|) se traduit par des identites ponctuelles 
au sens classique. Exprimons dans un tel cas la formule d'inversion 4> = ip y , 
en supposant que la permutation soit licite : 





r(x) = j R e-^y I 2_J f(m)g(y-m) I dy = | > _ /f,„)r-^''"' ),/•(.,• 
d'ou en comparant avec ()1.2p : 

(1.3) £/(a: + n) = ^/(m)e- 2 ~, 

n£Z m£Z 
et la formule sommatoire de Poisson : 

(i-4) E /(*) = E /m • 

nd Z mg Z 

Ces dernieres etapes sont certainement justifiees si par exemple / est une 
fonction de la classe de Schwartz S, mais alors la methode suivie est folle- 
ment indirecte, puisqu'en un certain sens, l'equation (|1.1|) . c'est justement 
la validite de (|1.4|) pour les fonctions de S ! Plus precisement (|1.1|) se lit : 
V g G S J2 n 9( n ) = EmSMi s i l' on suppose qu'une distribution (tempe- 
ree) est une fonctionnelle lineaire sur S ; elle Test mais elle n'est pas que ga : 
comme nous le verrons sous peu, il n'y a pas interet a totalement identifier 
CEU) et JH. 

Un theoreme de Katznelson |15j nous avertit que la formule de Poisson 
(|1.4|) n'a pas une validite universelle : il donne un exemple de fonctions 
continues et integrables / et g = f, telles que les deux series de (jl .4f) soient 
absolument convergentes avec deux sommes distinctes (en fait f(0) = 1, 
f(n) = pour n£Z,fi/0, g{rn) = pour m G Z). Toutefois meme si les 
fonctions / et / ne sont pas dans L 1 (M) (avec / defini ponctuellement par 
une integrale impropre par exemple) il est possible sous certaines hypotheses 
(par exemple, de variation bornee, comme dans le Theoreme 45 du livre de 
Titchmarsh sur l'integrale de Fourier |24| ) . d'etablir la validite de (J1.4[) avec 
des sommes parfois seulement semi-convergentes (meme apres avoir apparie 
n et — n, m et — m). Un autre cas classique de validite ponctuelle de (|1.4I) . 
en fait de (|1.3() . avec cette fois des sommes absolument convergentes, est, 
comme il est aisement etabli, obtenu en supposant que f et f sont continues 
et toutes deux bornees par une fonction paire integrable k, decroissante sur 
[0, +oo[ (cf. la preuve de l2~TUl pageHU). 

B. Propriete de support. Revenons a un aspect interessant de l'equa- 
tion (|1.2|) . qui a disparu en la reduisant a la formule sommatoire de Poisson 
(|1.4|) . Supposons que la fonction / (que nous prendrons infiniment deri- 
vable) soit supportee dans l'intervalle [—b, b] avec < b < \. Et supposons 
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que la fonction g, elle aussi infiniment derivable, soit egalement supportee 
dans l'intervalle [—6, b]. Alors les deux fonctions <ft et ip, de S, paire de Fou- 
rier, sont supportees dans [—6, b] + Z. Considerons maintenant la fonction 
fa{x) = ex.-p(irix)4>(x — i). On a fa(y) = iexp(Triy)ifj(y + i). Nous consta- 

tons que ces deux fonctions de Schwartz fa et fa = fa sont simultanement 
nulles dans l'intervalle ] — a, +a[ avec a = ^ — b. Si / et g ne sont pas toutes 
deux identiquement nulles alors ce sera aussi le cas de fa et fa . 

Cette methode de construction se heurte a la contrainte a < |. Suivant 
la lettre de Jean-Pierre Kahane, pour obtenir des paires de Fourier avec la 
condition d'etre simultanement nulles dans ] — a,a[, pour a > arbitraire, 
on commence par modifier la distribution de Poisson D{x) pour annuler un 
certain nombre de ses Dirac. Soit tout d'abord E(x) = i exp(— mx)D(x + g), 
de sorte que E(y) = — exp(— iriy)D{y — 5) = iE(y). Remplacons E par 
E\(x) = rio<j<7v( x2 ~~ (2 + j) 2 )E(x). La transformed de Fourier de E\ a son 
support en dehors de ] — |, tandis que E\ elle-meme a son support en 
dehors de ] — N — \, +N + 4[. Si nous regularisons comme ci-dessus (ce qui 
menera a une formule plus compliquee que ()1.2|) et que nous n'expliciterons 
pas), nous obtenons des fonctions dans S (non nulles generalement) avec 
des conditions de support a peine moins bonnes. En remplagant fax) par 
4>(V~N x) on obtiendra l'objectif voulu, avec un a > arbitraire. Si (f> n'est 
pas nulle, alors soit sa partie paire, soit sa partie impaire ne Test pas. Si 
Ton derive une fonction paire on obtient une fonction impaire, et cela est 
compatible avec la condition de support. Done il existe pour tout a > des 
fonctions dans S non- nulles, paires ou impaires, nulles et de Fourier nulles 
dans } — a,a[ (on pourra de plus les prendre vecteurs propres de Fourier, 
pour l'une de ses valeurs propres 1, i, —1, —i, si Ton veut). 

Nous ne savons pas si ce theoreme a deja ete mentionne dans la litter a- 
ture. Un article de de Branges de 1964 ^ a comme corollaire l'existence 
de fonctions, paires ou impaires, dans L 2 (M), avec la propriete de support, 
pour a > quelconque. Pour une demonstration tres courte d'existence dans 
ce cadre L 2 il sufht de dire que l'espace L 2 (—a,a;dx) + T (L 2 (—a,a;dx)) 
est ferine dans L 2 (M), et l'on trouvera une preuve simple de cette derniere 
affirmation par exemple dans \1'2\ . Une fois connue une paire 1? , la regulari- 
sation par convolution additive avec des fonctions test permet d'en deduire 
une paire dans S possedant une propriete de support a peine moins bonne. 
Cependant cela ne donne pas d'exemples veritablement explicites, si le point 
de depart lui-meme n'est pas explicite. La methode de Jean-Pierre Kahane 
pallie a cet inconvenient, car son point de depart est explicite. Pour l'amu- 
sement du lecteur (de l'auteur surtout), nous donnerons a la fin de Particle 
quelques exemples anecdotiques explicites (obtenus par une autre methode) 
de fonctions dans L 2 (M) avec la condition de support. 
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Dans 1 un lien est fait par de Branges, via la transformation de Mellin, 
entre la condition de support pour des paires de Fourier de carres inte- 
grables, plus generalement pour des paires de transformers de Hankel, et 
l'etude de certains espaces de Hilbert de fonctions entieres ; ces « espaces 
de Sonine » verifient tous les axiomes de la theorie generale presentee dans 
[2], qui a comme point central un theoreme d'existence abstrait d'un deve- 
loppement isometrique. II fut etudie de maniere concrete pour ces espaces 
par de Branges pQ et par J. et V. Rovnyak |2()1 121j . mais principalement 
pour les espaces de Sonine associes aux fonctions de Bessel d'ordre entier. 
Avec l'espace de Hardy d'un demi-plan et les espaces de Paley- Wiener, les 
espaces de Sonine de de Branges-Rovnyak occupent une place remarquable 
a 1 'intersection de l'analyse complexe et de l'analyse de Fourier. 



C. Co-sommes. Reprenons maintenant cette idee de regularisation d'une 
paire de Fourier de distributions temperees telle que Mais moyennons 

de maniere multiplicative, avec t ^ dans les calculs qui suivent : 



\t\D{ty) 



f(t)D(ty) dt 



Nous separerons les Dirac en des autres. En effet, puisque 5(Xx) 
pour A ^ 0, on a les identites de distributions en x (resp. y) : 



f(t)5(ty -m)dt= < 



'■°°f(t)dt)S(x) (n = 0) ' 



' f(™/y) 

OO r/,\dt 



(m / 0) 



qui donnent : 



J -co / n^O \J — oo 11/ m -/-n 

puis finalement : 



f(rn/y) 



m^O 




La formule ne concernant en realite que les fonctions paires, nous pouvons 
done la reecrire sous la forme suivante, ou il est entendu que / est une 
fonction paire (ou que / est definie sur ]0, oo[ et que T est la transformation 
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en cosinus J r (F)(y) = J °° 2 cos(27n/x)F(x) dx ) : 

n>l " ^ * m>l ^ 

La methode suivie est aisement justifiable telle quelle si par exemple / 
est une fonction integrable, a support compact, eloigne de l'origine, et le 
resultat est alors a priori une identite de distributions temperees, que nous 
appellerons entrelacement de co-Poisson. On peut prouver que (jl.5j) 
vaut au sens des distributions sous la seule condition : 

(C) / \f(t)\dt+ [ dt < oo 



II s'agit la d'un theoreme du a Duffin et Weinberger (1997) (sous une 
hypothese additionnelle sur / ; sous cette seule hypothese il apparait dans 
Thm 4.2]). Sous la seule hypothese (C), Duffin et Weinberger avaient aussi 
donne anterieurement dans ^U] (1991) un enonce (voir plus loin 12.31 (2). 
page ITU]) qui exprime egalement que les deux termes de Q1.5fl forment une 
paire de Fourier en un certain sens generalise, plus « classique ». Citons des 
maintenant l'un des resultats que nous etablirons ici dans ce contexte : 

Soit f une fonction mesurable telle que Jq°°(1 + j) \f(t)\dt < oo. Soit 
£ > et soit X > £. On a, pour A — ► oo : 



I 2cos(2vr^) ( V 

J ° \n>l 



f(n/x) 



OCj 







X 

o "<t-0 4l ™ Jo " 

Ce theoreme ramene done, en toute generalite, la question de la validite 
ponctuelle de la for mule de co-Poisson a des questions classiques port ant sur 
le noyau de Dirichlet. 

La formule suivante, cousine de (|1.5j) . fut publiee par Duffin des 1945 ! 
(|H1 ; l'apparence de la formule depend de la normalisation choisie pour la 
transformation de Fourier) 

/(2s) /(2x/3) /(2x/5) 

. , 1/2 3/2 5/2 

(1.6) 



f(u) du dx 



. / /(l/(2y)) _ /(3/(2y)) + /(5/(2y)) 

V |y| |y| \v\ 



Elle vaut pour / impaire, et Ton pourrait la deduire de l'identite de distri- 
butions impaires 



E = iE E = ^(-l)"- 1 ^ 



n£2 
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de la meme fagon que nous avons deduit ici (|1.5[) de D = D. Des genera- 
lisations de la formule de Duffin (|1.6j) furent etablies par Weinberger dans 
sa these de 1950 j2S]- La formule principale n'apparait semble-t-il que 
plus tard en 1991 (HU). 

Lorsque / est choisie de classe C°° a support compact (eloigne de l'ori- 
gine), les equations (jl.5|) et (|1.6|) concernent des fonctions qui sont dans la 
classe de Schwartz S (comme on le voit aisement grace a . . . la formule de 
Poisson!). De cette fagon on obtient des paires de Fourier dans S qui sont 
constantes (nulles, si l'on veut) dans un intervalle ] — a,a[ avec < a < 1 
arbitraire (avec (|1,6|) on ne peut faire mieux que < a < i). Et si P on 
modifie prealablement la distribution de Poisson D ou la variante E (ou 
une autre variante ^2 nG z c ^n avec (c n ) ng ^ periodique en n), en annulant 
certains de ses Dirac comme dans la lettre de J. -P. Kahane, on obtient alors 
des exemples pour tout a > 0. Tacitement nous avons utilise la remarque 
simple suivante : 

Remarque simple : si f est nulle pour < t < a, alors 
la co-somme Yln>i f(t/ n )/ n > e ^ P^ us generalement les co-sommes 
J2 n >i c nf{t/ n )/ n > son t egalement nulles pour < t < a. 

II est interessant de remarquer que des sommes de ce type apparaissent 
des Particle de Riemann (plus precisement, des sommes Yln>i ^T^( x "))- Le 
calcul de leurs transformers de Fourier a ete traite, pour Ta premiere fois 
semble-t-il, par Duffin [Hj et par Weinberger j^S] (pour (c n ) ng z periodique, 
de somme nulle sur une periode) . lis appellent la formule Q1.5JI la formule de 
Poisson dualisee |1UI lllj ; comme il y a de multiples liens entre la formule 
de Poisson (|1,4|) et la formule Q1.5JI , nous optons plutot pour la terminologie 
formule de co-Poisson. 

La « remarque simple » ci-dessus etablit un lien entre les formules de 
Duffin- Weinberger et les espaces de de Branges-Rovnyak. Ce lien, ainsi que 
certaines constructions qui en resultent, furent mis en avant (peut-etre pour 
la premiere fois) dans la conference d'habilitation de l'auteur de decembre 
2001 [Zj (et, plus implicitement, dans son article anterieur [I]). 

Nous avons deja indique que la formule de Poisson Q1.4JI permet d'obtenir 
des informations sur les sommes de Riemann dans la formule de co-Poisson 
(11,511 . Donnons ici un exemple de theoreme portant sur la formule de Pois- 
son que nous demontrons en utilisant la formule de co-Poisson, et que l'on 
comparera au contre-exemple de Katznelson |15j : 

Soit f et f une paire de Fourier de fonctions integrables. La formule : 



concerne des series qui sont absolument convergentes pour presque tout x et 
elle est une identite pour presque tout x. 
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D. Mellin et dzeta. Une formule de Muntz f[T7| : |2S1 11.11]) rattache 
les sommes de Poisson a la fonction dzeta de Riemann via la transformation 
de Mellin ; nous en donnerons une etude detaillee, en etendant fortement ses 
conditions de validite, en examinant certains aspects qui lui sont associes 
dans le contexte des distributions, et en donnant une modification permet- 
tant de Pexprimer dans un contexte de fonctions de carres integrables. Nous 
mettrons en evidence que Pequation fonctionnelle de la fonction dzeta s'ex- 
prime via la formule de co-Poisson de maniere tout aussi naturelle que via la 
formule de Poisson ; Pidee est de distinguer entre les deux formes de transfor- 
mers de Mellin /(i)i s_1 dt et / °° f(t)t~ s dt, et done d'esperer au moins 
deux interpretations de Pequation fonctionnelle : et effectivement si Pune est 
Poisson, alors Pautre sera co-Poisson. II est interessant de remarquer que les 
deux transformers de Mellin sont presentes dans Particle de Riemann. 

E. Fonctions entieres et meromorphes. Une derniere partie est consa- 
cree aux distributions temperees verifiant la condition de support initiale- 
ment consideree par de Branges pour les fonctions. 

Soit a > 0. Soit D une distribution temperee paire non nulle qui s'annule 
sur ] — a, a[. On pent donner un sens d D(s) = J °° D(t)t~ s dt comme fonction 
analytique de s pour Re(s) ^> 1. Si J~{D) est a nouveau nulle dans ] — a,a[ 
alors D(s) est une fonction entiere de s, qui a des zeros triviaux en —2n, 
n £ N et verifie V equation fonctionnelle 

Tr-f r(|)5( s ) = ^v{ l -^)HD)(i - s) . 

Elle a dans le secteur | arg(s — 2) — f I < e (0 < e < ^) un nombre de 
zeros de modules au plus T asymptotiquement equivalent a ^log(T), et 
dans I arg(s)| < | — e les zeros de modules au plus T sont en nombre o(T). 

Les fonctions entieres F(s) de la forme D(s) ou D est une distribution 
temperee nulle et de Fourier nulle dans un voisinage de Vorigine sont les 
fonctions F(s) qui sont 0(A Re ( s \l + (sl)^) dans tout demi-plan Re(s) > a, 
(pour A > et N £ N dependant de a), et telles que x(s)F(l — s) soit aussi 
entiere et avec la mime propriete dans ces demi-plans (x(s) = C(s)/C(l — s ) )■ 

Une condition de support plus generale est explicitee qui correspond a la 
possibilite pour D(s) d'avoir un nombre fini de poles, et nous decrivons alors 
la partie polaire de 7r~^T(^)D(s) en fonction de la distribution D. 

Ces outils permettraient de suivre dans le detail tous les calculs qui dans 
[3] ont abouti a la definition de certaines distributions paires (et leurs ana- 
logues impaires) A a (invariante par J-) et B a (anti-invariante par T) qui 
ont la propriete de support pour l'intervalle ] — a,a[. Nous les evoquerons 
brievement, mais une discussion plus approfondie necessiterait un travail 
specialement dedie a cet effet, trop indirectement lie a la formule de co- 
Poisson pour avoir trouve sa place ici (voir aussi Nous conclurons done 
plutot avec quelques exemples explicites amusants de fonctions de carres 
integrables avec la propriete de support. 
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2. DOCTEUR POISSON ET MlSTER CO 

A. Des theoremes de co-Poisson. Soit fix) une fonction paire mesu- 
rable. Posons : 

(2.1a) F(x) = J2^^ - r f(u)du 

n>l ' X l ^ 

(2.1b) *( X)= x«_ f°°im du 



n In u 

n>l J[ ' 



On pose aussi 



F(0) = - !°° /(«) du K(0) = - r du 
Jo Jo u 

Nous verrons que la somme dans F (resp. K) est presque partout absolu- 

ment convergente des que J °° \f(u)\ du < oo (resp. J* °° ^^ u ^ du < oo). 

Remplacer / par f(l/x)/\x\ revient a interchanger F et K. La formation 

de K commute aux changements d'echelle, contrairement a la formation de 

F qui renverse les changements d'echelle. La fonction F represente Pecart 

entre une somme de Riemann et l'integrale de /, et tend done vers zero pour 

x — ► oo par exemple lorsque / est R-integrable et a support compact. Citons 

dans ce contexte un resultat elementaire (S designe la classe de Schwartz) : 

2.2. Lemme. Si f G S et /(0) = alors F 6 5. 

En effet, on voit d'abord directement sur ()2.1a|) que F est C°° y-compris 
en x = 0. De plus la formule de Poisson (|1.4f) permet d'ecrire F(x) = 
J2m>i f( mx ) e t done d'obtenir la decroissance rapide de F pour x — > oo. 
Si Ton veut que la somme Yl n >l f( n / x )/\ x \ a ^ une chance d'etre en regie 
generale de carre integrable sur [0, +oo[, il faut done la modifier en F. 

On utilisera souvent la condition suivante sur la fonction paire / : 

(C) J™ \f(x)\(l + ±) dx<oo 

2.3. Theoreme (Duffin- Weinberger). Soit f une fonction paire mesurable 
verifiant (C). On a : 

(1) |1()1 Th. 1] Les sommes dans F et K sont presque partout absolument 
convergentes et elles sont convergentes dans L 1 (0, A;dx) pour tout 
A < oo. 

(2) |10[ Th. 1, eq. 3.8] Les fonctions F et K sont une paire de Fourier 
en le sens generalise : 

f A „, x , r°° sin(2vrAt) r ,. , , 
/ F{x) dx= — y — — '-K{t) dt 

f T s , r°° sin(2vrTx) 

/ K(t)dt= / — -Fix) dx 

Jo Jo kx 
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(3) [111 Lem. 2] Si f est de variation bornee et si f£°{l + x)\df\(x) < oo 
alors F et K sont une paire de Fourier au sens des distributions. 

(4) PU Th. 1] Si f est C 1 , si f est abs. cont. et si J °° \f"(x)\ dx < oo 
alors F est L , K est partout definie et est continue, et 



poo 

V£ / 2cos(2iv£x)F(x)dx = K(t) 
Jo 



Nous allons montrer : 
2.4. Theoreme. Soit f une fonction paire mesurable verifiant (C). On a : 

(1) F et K sont temperees en tant que distributions et sont une paire 
de Fourier en ce sens. 

(2) On a : f^ 00 F(x) dx = |if (0). 

(3) Soit A>0et soit £ > 0. On a : 
f-A 

2cos(2ir$,x)F(x)dx = 



o 



/— /1n(^A( t -()) Wt_K))N 



(4) 5W £ > et soit X > £. On a, pour A — > oo 
/ 2cos(27r^x)F(x)(ix = 



'0 



sin(27rA(t-0)x- /(*A0 ^ f°/(« 



o 



N n>l 



dt- f°° ^-du + o(l) 
Jo u 



Le point l2~H (l) est enonce par Duffin- Weinberger dans sous une hy- 
pothese plus forte sur / (cf. 12.31 (3)) ; il est prouve sous la seule hypothese 
(C) dans [Zj (theoreme 4.2.). Le point ETH (2) est etabli a la fin de la de- 
monstration du theoreme 4.6 dans [Zj, avec un argument qui n'utilise en fait 
que (C). Le point l2~4"l (3) est une extension du theoreme principal jTOJ Th. 1] 
de Duffin- Weinberger cf. 12.31 (2). Finalement 12.41 (4) resout la question de la 
validite ponctuelle en un sens classique de la formule de co-Poisson, puisqu'il 
a comme corollaire immediat : 

2.5. Corollaire. Soit f une fonction paire mesurable verifiant (C). L 'in- 
tegrate impropre f ~*°° 2 cos(2ir^x)F(x) dx existe si et seulement si £ est un 
point de Dirichlet de la fonction (loc. integrable) definie presque partout K , 
et sa valeur est alors la valeur de Dirichlet de K en £. 

En effet si (ft est localement integrable on dit que xq est un point de 
Dirichlet de (ft si L = lmiA-^oo f^-s ^l^x-x^) ^ ^( x ) dx existe (<5 > fixe 
petit quelconque), et la valeur de Dirichlet de (ft en xq est par definition L. 
Remarquons que par 12.41 le point £ = est toujours un point de Dirichlet 
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de K (il s'agit la en fait d'un lemme que nous etablirons prealablement a 
la preuve de I2.4|) . Comme corollaire, on obtient un critere, non restreint 
au cadre L 1 et a des fonctions continues, qui est sumsant pour la validite 
ponctuelle de la formule de co-Poisson sur tout un intervalle : 

2.6. Theoreme. Soit f une fonction paire mesurable verifiant (C) et telle 
que, pour un certain X > 0, Von ait : 

(1) / est de variation bornee sur [0, X], 

(2) aux discontinuites dans ]0,X[, f a la valeur moyenne. 
Alors : 



Prouvons ce corollaire. Comme / a une variation totale finie sur [0, X], 
elle a une limite en + , et cette limite doit etre nulle a cause de (C). On 
peut done aussi bien poser /(0) = 0. Soit [i la mesure complexe df de sorte 
que f(t) = /i([0, t[) + ^({t}) pour t < X. Soit \fi\ la mesure des variations 
de \x. Soit < t\ < t% < X fixes et soit V m , pour m > 1, la variation totale 
de f(t/m)/m sur Pintervalle [ti , ^2] • On a V m < \fi\([ti/m,t2/m])/m. Nous 
obtenons alors : 



Nous savons par l2.3l (l) (voir lemme l2~7j) que la serie ^ m f(t/m)/m converge 
presque partout done elle converge en au moins un point to de [ti,^]- La 
serie Y2m(f(t/ m )/ m ~ /(W m )/ m ) es * uniformement de Cauchy done elle 
converge ponctuellement partout et uniformement sur [t 1 , ta] (qui es t arbi- 
traire). La fonction ^2 m f(t/m)/m a sa variation totale sur [ti, ^2] bornee 
P ar E m >i es t ^ n ^- Comme la serie converge uniformement la regie 

de la valeur moyenne aux discontinuites est verifiee. Par le critere de Jordan 
si une fonction <f> est de variation bornee dans un voisinage d'un point £, 
alors £ est un point de Dirichlet de 4> et la valeur de Dirichlet 4>d(C) est 
+ ( / , (£ — ))• Le critere de Jordan s'applique done et le corollaire est 
demontre. 

Un autre theoreme assurant une validite ponctuelle de la formule de co- 
Poisson est donne dans la secti dn (Tl 

B. Lemmes sur les sommes et les co-sommes. Ces lemmes serviront 
pour la demonstration de 12.41 

2.7. Lemme. Soit f € L 1 (0, 00; dx). La serie Xm>i es t presque par- 

tout absolument convergente et est absolument convergente dans L 1 (0, A; dx) 






qui est 




dWu) < C + log(2t 2 /ti)M([0,ti/2]) < 00 
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pour tout A > 0. Soit k G L 1 (0, oo; dx) decroissante (done a valeurs positives 
ou nulles). On a 



poo 

L S 



\ f ( n/x \(x)dx < I \f(x)\dx I k(x)dx. 



I O — X 

u n>l 

La convergence ponctuelle et en norme L 1 est un lemme de Duffin et 
Weinberger dans que l'on peut voir comme une consequence de l'inega- 
lite integrale, puisque Ton pourra y prendre pour k la fonction indicatrice de 
Pintervalle ]0, A[ par exemple. On utilisera aussi plus loin k(x) = 1/(1 + x 2 ). 
Par le theoreme de la convergence monotone on a 

"* n>l X n>l X 

Or Vx > Yl,n>i k ^ x ^ < Jq°° k{x) dx. Le lemme est prouve. 

2.8. Lemme. Soit g G L 1 (0, oo; dx). La serie ^m>ifl , ( mx ) es ^ absolument 
convergente dans L 1 (0,oo; i+Tfogaip' )' done aussi presque partout et dans 
L (a, A;dx) pour tout < a < A < 00. 

On a en effet : 

dx f°° \ - |g(m/x)| 



rs |9(mx)| TT^p = r^ 



, , . ,, x x(l + (log x) 2 ) ' 

m>l v y " u m>l v v 6 ' ' 

et Ton applique le lemme precedent (la fonction x _1 (l + (logx) 2 )" 1 n'est 
pas decroissante sur tout ]0, 00 [ mais on peut certainement la majorer par 
une fonction decroissante et integrable). 

2.9. Lemme. Soit X > et soit f G L^O, X; f ). On a : 

JU m>l 

On peut poser / = pour t > X. On a f(t/m)/m = f\{m/t)/t avec 
= /(!/<)/*, done /! G ^(0, 00; eft). Par O E m >i converge 
absolument presque partout et dans L 1 (0, X; di). Le lemme est certainement 
vrai si / est identiquement nulle sur ]0, e[, e > 0, par le lemme de Riemann- 
Lebesgue ; de plus il existe une constante absolue telle que : 



x sin(27rAt) f(t/m) ^ 

irt ' m 

m>l 
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En effet 

x sin(27rAQ f(t/m) ^ 

m>l 



y f x S in(27rAt) f(t/m) ^ 



m>l 



rx/m s - m / 27r Amu) r . ,du 

2, \ fw— 

^— ' Tim u 



m>l 
rX 



E,sm(2nAmu) . ,du 
^[0,x]{rnu) f(u) — 

m>l 

On a utilise le theoreme de la convergence dominee et le fait bien connu que 
les sommes partielles Y2i<m<M sin(2irmv) / nm sont bornees uniformement 
en M 6 N, v £ R. Cette borne absolue C est celle qui apparait alors dans 
l'inegalite plus haut qui est ainsi prouvee. En combinant ces deux observa- 
tions on obtient : 



Ve > limsup 

A— »oo 



x sin(27rAt) ^ f(t/m) 



o 



nt ^— ' m 

m>l 



<ci UM* 



II 



Comme e > est arbitraire le lemme est demontre. 

C. Preuve du theoreme 2.4. 

2.10. Proposition. Soient (j) et ip deux fonctions paires continues et inte- 
grables surM. et qui sont transformees de Fourier I'une de V autre. On suppose 
de plus qu'il existe une fonction k : [0, +oo[^ R decroissante et integrable 
qui majore a la fois (j) et if). Soit f une fonction paire mesurable verifiant 
(C). Alors on a Vegalite integrate de co-Poisson : 

POD 

<t>(x)F(x) dx = ip(y)K{y) dy , 



oil F et K sont definies selon (|2.1aJ) et (|2,lb|) . 

Les deux integrates sont absolument convergentes par le lemme 12.71 Le 
meme lemme justifie : 

^ x Jo ^ x 

n>l n>l 

La formule de Poisson 

0(0) + 2 ]T 0(n) = V(0) + 2 £ ^(m) , 

n>l m>l 

vaut. En effet Xm> (fti 71 + a ) est uniformement absolument convergente 
pour < a < 1 puisque dominee par ^n>o^( n )- u en es ^ °- e meme de 
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^ n<0 0(n + a). Done A(a) = Ylnez^i 71 + a ) es * une fonction continue 1- 
periodique. Ses coefficients de Fourier sont les ip(—m), m £ Z, qui forment 
une suite de I . La fonction continue B(a) = J2mez ip(—m) exp(27uma) est 
done partout egale a A(a), en particulier en a = 0. Le meme raisonnement 
vaut pour (/>(•/ x)/x et ip(x-), x > 0, et permet done d'ecrire : 

^ E dx = f°( E ^(mi) - ^ + ^(0))/(x) , 

n>l X ^° m>l X 

puis en utilisant 0(0) = 2 / °° du, V(0) = 2 / °° <£(t) di, et un changement 
de variable x = 1/y : 



J ° \n>l 



f(n/x) 



x 



oo 



f(t) dt dx 







Jo ^ x 7o 

= / ( E - ^r^-)/(>) ^ 

1/0 m>l 

La derniere ligne donne alors par les memes calculs sur ip et f(l/y)/y que 
precedemment pour (j) et / : 

-r*)(E^-r^-)*- 

Ceci conclut la preuve de la Proposition. Les calculs sont exactement sem- 
blables a ceux de Duffin- Weinberger dans (ou aux calculs menant a 
Th. 4.2]), seules les hypotheses (et notations) different. 

En particulier, cela etablit le point (1) du theoreme 12 . 41 ( cf. aussi le Lemma 
4.1 de [7]). Nous etablissons maintenant le point (4). Soit £ > fixe et soit 
A > 0. Considerons la fonction continue 



4>{x) 



2 cos(2tt£x) - 2 cos(2vrA£) \x\ < A , 
\x\ > A . 



Sa transformer de Fourier ip(y) est donnee par 

(2.11) m = Sin(2 " A( ^ ; + ™^(V + 0) _ 2cos ( 2,AQ Sin(2 ^ ) 
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On peut la reecrire sous la forme 



i/;(y) = sin(27rAy) cos(27rA£) <! 1 + 



1 1 



+ cos(27rAy) sin(27rA£) 



qui montre qu'elle est elle aussi L , car en fait majoree par un multiple 
(dependant de £ et de A) de 1/(1 + y 2 ). Les hypotheses de la proposition 
12 . 1 01 s ' appliq uent . Ainsi, avec X > £ : 

/-A r-K 

(2.12) J 5 (A) := / 2cQs{2ir£x)F{x)dx = 2cos(2ttA£) / F(x) fix 

+ / ip(y)K(y) dy + / ^(y)K{y) dy . 
Jo Jx 

Le dernier terme est o(l) lorsque A — > oo puisque Jq 00 |i^(y)| pjj^ < do, et 
que Ton applique le lemme de Riemann-Lebesgue, compte tenu de Pexpres- 
sion ci-dessus pour ip(y). On a de plus : 

[ X ^(y)K(y) dy = /* ^(y) £ dy _ f* dy f°° ZilM du 

J J ~C n m •/ o Jo u 



m>l 



Compte tenu de (|2.11j) . on a : 

f X , / x , /" X sin(27rA(y - £)) , ,„ , >N /" x sin(2vrAy) , 
/ iP(y)dy= 7 ^ — dy- cos 27rAg / — * — ^ 

= 1 - cos(2vrA£) + o(l) 



et ainsi : 



J e (A) = 2cos(2vrA£) ( / F(x) dx + \ I 



1 r/M^.fM* 



La derniere integrale est, par l'expression Q2.11JI de ip(y), le lemme de Riemann- 
Lebesgue et le lemme 12.91 : 

r m ^tjsM^r ^Afa-o) E /w iy + 0(1) 

JU m>l u vy s; m>l 
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En combinant tous ces elements on obtient : 

J,(A) = 2cos(27r£A) ( [ A F (x)dx + - [°° du] - f°° l^M du 

\Jo 2 Jo " J Jo u 

f x S m(27TA(y-Q) ^ f(y/m) ^ 

+ / 7 7\ >^ dy + o{l) 

Jo <V-0 ^ rn 

II ne reste plus qu'a evoquer 

(E) lim [ A F(x) dx = -- r du , 



A^oo Jq 2 

pour que la preuve de 12.41 (4) soit alors complete. 

L'equation (E), c'est-a-dire 12.41 (2). est etablie dans [Jj, a la fin de la 
demonstration du theoreme 4.6. Pour la commodite du lecteur nous repro- 
duisons ici la preuve qui n'utilise que la seule condition (C) sur /. Notons 
g(t) = f(l/t)/t. 

Tout d'abord 

[ A 9(t/n) , ^ f A/n , SJ f c 



n>l n>f 



g{t)dt , 



done 



A 



v n>l 



v}h(v)dv , 

avec h(v) = g(l/v)/v 2 = f(v)/v appartenant a L 1 (0, +oo; dv). II est clair 
que 

f°° B — A 

0<A<B lim / {Av}l A < v < B (v)dv = — — 

A -*°°Jo 2 

done par l'argument usuel de densite dans la preuve standard du lemme de 

Riemann-Lebesgue on prouve 

/'OO -y roo 

lim / {Av }h(v )dv = — h(v)dv 
A ^°° Jo 2 Jo 

ce qui complete la preuve de I2.4l f2) et done de !2.4l f4). 
Venons-en a 12.41 (3). Nous avons par (|2.12l) : 

/•A t-A poo 

/ 2cos(2ir£x)F(x)dx = 2cos(2ttA£) / F(x)dx+ ip(y)K(y) dy . 
Jo Jo Jo 

Par le Theoreme de Duffin et Weinberger 12.31 (2) (10 J, on a : 

f A w x , r°° sin(27rAy) „, , , 

/ F{x)dx= / — ^ y -±K{y)dy, 

Jo Jo ny 
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done : 



•A 




sin(27rAy) 



2cos(27r£x)F(x)dx 



ip(y) + 2cos(27rA£) 



K(y) dy 



et finalement par (|2.11|) : 

2.13. Remarque. Dans la preuve de !2.4l (4) nous nous sommes arrange par 
la definition speciale de 4>{x) pour n'avoir que des integrates absolument 
convergentes ce qui nous a permis de faire appel a la proposition generale 
12.101 On peut proceder plus directement en definissant <j)i(x) = 2cos(27r£x) 
pour \x\ < A, 0i(±A) = cos(27rA^), (fri(x) = pour \x\ > A. Soit alors ipi{y) 
sa transformed de Fourier. La fonction <pi(- /x)/x (x > 0) est integrable et de 
variation bornee et verifie la regie de la valeur moyenne aux discontinuites, on 
peut done lui appliquer le Theoreme de Poisson 45 de Titchmarsh [21] . Pour 
poursuivre les calculs et justifier les interversions de sommes et d'integrales 
on aura besoin d'etablir que les sommes partielles Yli< m <M Vi ) \^ m v) son t 
bornees uniformement en M et en y (pour A et £ fixes). On se ramene ensuite 
aux memes considerations que dans la preuve exposee ici. Les details sont 
laisses au lecteur interesse. 

D. Un theoreme de Poisson presque sur. Une consequence interes- 
sante de la formule de co-Poisson est le theoreme de Poisson presque sur : 

2.14. Theoreme. Soient (ft et if) deux fonctions paires continues et inte- 
grables qui sont transformees de Fourier I'une de V autre. Alors, pour presque 
tout x > : 



avec des series absolument convergentes. 

Nous savons deja par les lemmes 12.71 et 12.81 que les series sont presque 
partout absolument convergentes et aussi dans L 1 (a, A; dx) pour tout < 
a < A < oo. Soit / une fonction paire infiniment derivable avec son support 
(pour x > 0) dans [a, A], < a < A < oo. On a 
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puisque les sommes impliquant / sont bornees. Ainsi le theoreme de la 
convergence monotone implique 



^° n>l X ^° n>l 

Z" 00 x f(x/m) f°° , 

Jo m Jo 



f{x)dx 



m>l " u m>l 



Soient F et if definies selon (|2.1af) et (|2.1b|) . Ce sont des fonctions de 
Schwartz qui sont transformees de Fourier l'une de l'autre, par la formule 
de co-Poisson. On a done : 



4>(x)F(x) dx = / ip{x)K(x)dx, 
Jo 

que Ton peut ecrire compte tenu des equations precedentes selon : 

f°°v ^ f(x)dx~ r r f{x)dx 

Jo n > x x Jo Jo 

= f ip(mx)f(x) dx — f ip{x) dx f ^ X dx , 

Jo Jo Jo X 

puis finalement, puisque / °° 4>{x) dx = J °° ip(x) dx = ^ip : 

E ^ + ^ - E ^) - lm) m d * = »- 

n>l m>l / 

Cela conclut la preuve du theoreme. 

E. Formule integrate de co-Poisson. Nous allons maintenant utiliser 
ce Theoreme de Poisson (deduit de la formule de co-Poisson) pour prouver. . . 
la formule de co-Poisson ! 

2.15. Theoreme. Soit f une fonction paire mesurable verifiant : 

(c) l°° lf{x)l + dx<(X) 

Soient <fi et -0 deux fonctions integrables paires qui sont transformees de 
Fourier l'une de l'autre. Si : 

f° i j./ m V- \fHx)\ , f 00 ^ \<f>{n/x)\ ... ... 

/ 1^0*01 dx < oo ou I > — ' \f{x)\ dx < oo 

Jo ^i x Jo d X 

n>l n>l 

Z" 00 |/(x/n)| Z" 00 
et si / IV'Ca)! / dx < oo ou / > |^(na;)| |/(x)| < oo , 

J ° n>l " 70 n>l 
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alors la formule integrate de co-Poisson 




dx 



est valable (avec des integrates absolument convergentes). 

2.16. Remarque. Par le theoreme de la convergence monotone les condi- 
tions ci-dessus separees par des « ou » sont equivalentes et impliquent la 
convergence absolue des integrales de la formule integrate de co-Poisson. 
Elles seront verifiees si, par exemple, soit f(x) et f(l/x)/x, soit 4>(x) et tp(x) 
sont toutes deux majorees par une fonction k decroissante et integrable sur 
]0, oo[ (ce dernier cas est deja traite par I2.10j) . 

En ce qui concerne la demonstration du theoreme, on peut supposer que cfi 
et tj) sont choisies continues dans leur classe d'equivalence. II suffira ensuite 
de suivre a l'identique la preuve de la proposition I2.1U1 et d'invoquer au 
moment opportun le theoreme de Poisson presque sur I2.14( 

F. Sommes de Riemann. Le theoreme de Poisson presque sur permet 
aussi d'obtenir certains resultats sur le comportement de sommes de Rie- 
mann pour des fonctions integrables. 

2.17. Proposition. Soit eft une fonction paire integrable continue, dont la 
transformee de Fourier tfj verifie 




Soit : 




qui est definie pour presque tout x > 0. On a alors : 




En effet, posons B(x) = Ylm>i ^{ m x)- On verifie aisement 




or, par I2.141 on sait que pour presque tout x > on a 




ce qui complete la preuve. 
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Sous une hypothese plus faible, nous obtenons tout de meme a nouveau 
un resultat qui montre que A(x) tend vers zero en un sens moyen lorsque x 
tend vers plus l'infini : 

2.18. Proposition. Soit (ft une fonction paire continue integrable dont la 
transformee de Fourier ip est aussi integrable. Soit : 

. . . Unix) f°° 

A {x) = " / WW > 

n>l X J ° 

qui est defini pour presque tout x > 0. On a : 

f°° dx 

Ve > / \A(x)\- — : -t— < oo , 

J 1 v "logx(loglogx) 1+e 

ce qui implique, pour A — ► oo : 

r x2 

J |A(x)|dx = (logA(loglogA) 1+e ), 



et aussi certainement 



1 f 2X 



r-2A 

lim ^ / \A(x)\dx = . 

A^oo 



Nous avons a nouveau presque partout, par la formule de Poisson presque 
sur : 

A(x) + 1^21 = ^ ip(mx) 
£ x 

rn>l 

et il suffira done de s'interesser a C(x) = Ylm>i IVK 771 ^)!- Definissons 

k(x) 



-TT^i^i i) 1+e (0<x<x ) 

x | \ogx\ Mog I logx| ' V — VJ 

(x > Xq) 



oil xo > est choisi sumsamment petit de sorte que k est decroissante. 
Alors : 

Jo * a ir. x 

< / \if)(x)\dx / k{x)dx<co 
Jo Jo 



Ceci donne 

dx 



/oo 
c ( x h 7T— ; — - x • 



log x (log logx) 1 ' 

qui etablit raffirmation principale, et les deux suivantes en sont de directs 
corollaires. 
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G. Un autre theoreme de co-Poisson ponctuel. Le theoreme suivant 
a le theoreme 12.31 ( 4) de Duffin- Weinberger comme corollaire. 

2.19. Theoreme. Soit f une fonction mesurable verifiant 

(C) / °(l + -)|/(x)|dx<oo 

Jo x 

On suppose aussi que sa transformee en cosinus 

f(y)= 2cos(2irxy)f(x)dx 



a la propriete 

log(y)|/(y)| dy < oo . 



En particulier f est L 1 et f est essentiellement continue, done on la suppo- 
sera continue. Sous ces hypotheses, la fonction 

X /n 

n>l JU 

qui est deftnie pour presque tout x > 0, a la propriete 

F G ^(0,00;^) , 

la serie X^ m >i ^ m"^ converge uniformement sur tout intervalle [0, X], et 
Von a la formule de co-Poisson ponctuelle : 

m/m) r f( U ) 



V£ > r 2 cos(2<x)F(x) dx=^2 ^ " f 



■ du . 
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On notera que par (C) la fonction continue / verifie /(0) = et que 
l'integrabilite de F resulte alors de la proposition 12.171 Nous savons que 
la formule de co-Poisson vaut au sens des distributions. Done il suffira de 
prouver que la serie Ylm>l converge uniformement sur [0, X], car sa 

somme sera une fonction continue egale presque partout, done partout, a la 
transformee en cosinus de F. Compte tenu de /(0) = 0, on peut ecrire : 

m 

De Phypothese j°° log(y)\f(y)\ dy < 00, il resulte : 



2 cos(27r£y)/(my) dy = 2(cos(2vr£y) - l)f(my) dy 



m>l 

et il suffit done d' examiner la serie 



Y] / \f{my)\ dy < co 



V / 2(l- C os(2ir(y))\f(my)\dy , 
m >i Jo 
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qui est majoree par 



Y] / kx£y \f(my)\dy . 

m>l J ° 



Or par le lemme l2~8l on a certainement 

f eLi r e i/c^i-tt < °° > 

ce qui implique la convergence de la serie precedente et complete la demons- 
tration du theoreme 12.191 



3. Etudes sur une formule de Muntz 

A. Dzeta et Mellin. Dans son article, Riemann multiplie £(s) par T(s) 
ou par 7r _S//2 r(s/2) pour obtenir des expressions integrales permettant d'eta- 
blir le prolongement analytique et l'equation fonctionnelle. On peut adopter 
la perspective suivant laquelle c'est ((s) qui multiplie T(s) ou 7r~ s / 2 r(s/2), 
elles-memes des integrales, et que c'est cette multiplication par £(s) qui a 
un effet sur les quantites integrees. Ce point de vue est done un point de vue 
operatoriel sur Taction de C( s )- Dans les deux cas cites les integrales sont 
des transformees de Mellin gaudies f(x)x s ~ 1 dx. On trouve alors que 
Paction de £(s) est celle d'une somme ^2f(nx). Mais dans d'autres cas, les 
integrales sont plus naturellement exprimees par des transformees de Mel- 
lin droites J Q f(x)x~ s dx. Alors, Taction de ((s) est celle d'une co-somme 

f(x/n)/n. II y a done la possibilite, au moins, de deux traductions de 
l'equation fonctionnelle via l'interpretation operatorielle de la multiplica- 
tion par C( s )- Et effectivement, pour la transformee de Mellin gauche, on 
trouve que cette traduction est la formule de Poisson, tandis que pour la 
transformee de Mellin droite on trouve la formule de co-Poisson. 

Pour correctement expliquer ce qui precede il faut preciser un point im- 
portant. La formule 

poo poo 

(3.1) / y2f(nx)x s - l dx = ((s) f(x)x s - 1 dx, 

JO „>! JO 

pour Re(s) = a, J °° \ f{x)\x a ~ 1 dx < 00, ne vaut (en general) que pour a > 1 
(et est justifiee par le theoreme de Fubini-Tonelli) . Si Ton veut interpreter 
operatoriellement l'equation fonctionnelle il est indispensable que l'operation 
s — » 1 — s soit licite. II nous faut done une version de 1)3.1(1 qui soit valable 
pour < a < 1 (ou pour a = |). II semble d'apres Titchmarsh [231 11.11] 
que c'est Miintz JJj qui le premier a donne la formule. Voici le Theoreme 
de Miintz, tel qu'on le trouve dans le traite de Titchmarsh : 

3.2. Theoreme (Miintz HTj [13 11.11]). Soit f une fonction de classe C 1 
sur [0, 00 [ qui est 0(x~ a ) pour x — > 00 et telle que aussi f'(x) = 0(x~ 13 ), 
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avec a > 1, (3 > 1. On a alors : 



(3.3) / \^f(nx 



— f °° fit) dt \ f°° 

V f( nX ) - J ° - ; I X s " 1 dx = C(s) I f{x)x s ' 1 dx 

,, I X 







pour < Re(s) < 1. 
Nous appellerons 



(3-4) A f (x)=J2f( 



nx) 

n>l 



f °° fit) dt 



la sommation de Poisson (Muntz)-modifiee de /. Plusieurs demonstrations 
de l'equation fonctionnelle sont obtenues dans |23| a partir de la formule 
de Miintz, en choisissant / de sorte que Af ait des proprietes speciales, 
comme par exemple d'etre invariante sous la transformee en sinus, ou sous 
la transformation Af(x) — > Af(l/x)/x. 

Avant toute chose, faisons la remarque suivante : le changement de va- 
riable x — * 1/x transforme (|3.3|) en la formule equivalente : 

v i^M- ~ r fit) dt I x - s dx = as) r f(x)x s ~ i dx , 

o * Jo J Jo 

puis en remplagant f(x) par f(l/x)/x on obtient la formule de co-Miintz : 

m/t) 




t 



dt \x s dx = C(s) / f(x)x s dx . 



Ceci met en evidence que si Ton utilise la transformee de Mellin droite, la 
multiplication par ((s) est associee aux co-sommes. 

Que ce soit pour Mellin-droit ou pour Merlin-gauche, la droite Re(s) = ^ 
est speciale du point de vue Hilbertien : les applications f(x) \— > M g (f)(s) = 
J °° f(x)x s ~ 1 dx et f(x) i— > Md(f)(s) = J °° f(x)x~ s dx sont isometriques 
de L 2 (0,oo;dx) sur L 2 (s = \ + it; |^). Supposons que la fonction paire / 
de carre integrable soit sa propre transformee de Fourier. Comment cela se 
traduit-il pour M d (f) et M g (f) ? 

Soit T = J 7 1, avec ici T la transformation en cosinus, et / : f{x) \— > 
f(l/x)/x. L'operateur T est unitaire sur L 2 (0, oo;dx) et il commute aux 
changements d'echelle. II est done diagonalise par (ou M g ), qui n'est pas 
autre chose que la transformation de Fourier multiplicative (et l'on sait bien 
que les operateurs sur L 2 {— oo, +oo; du) qui commutent aux translations sont 
diagonalises par la transformation de Fourier additive). Done il existe une 
fonction mesurable x( s ) sur l a droite critique, de module 1 presque partout, 
et telle que : 

V/ G L 2 (0, oo; dx) Re(s) = ^ M d (T(f))(s) = X (s)M d (f)(s) p.p. , 
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soit encore, en remplagant / (consideree paire) par // : 

V/ e L 2 (0, oo; dx) Re(s) = ±=> M d (f)(s) = X (s)M d (f)(l - s) p.p. 
On identifie x en prenant par exemple f(x) = exp(— 7rx 2 ). On trouve ainsi : 

(3.6) V/ 7r-ir(|)M d (/)( S ) = ,-Vr(i^)M d (/)(l - s) . 
Done : 

On a Vegalite f = f si et seulement si f(x)x~ s dx verifie Vequa- 
tion fonctionnelle de ((s), 

ou encore : 

On a Vegalite f = f si et seulement si f(x)x s ~ 1 dx verifie I'equa- 
tion fonctionnelle de C(l — s). 

Ces constatations, certes element aires, n'en sont pas moins utiles pour 
dissiper une impression qui est laissee par le traitement devenu habituel de 
l'equation fonctionnelle de dzeta, oil sont combines le caractere autoreci- 
proque de x \— > exp(— 7rx 2 ), la formule de Poisson, et la transformation de 
Mellin gauche J °° f(x) x s ~ l dx. 

Supposons en effet que Ton desire construire des fonctions / auto-reci- 
proques sous la transformation en cosinus. II suffira que f(x)x~ s dx = 
C{s) / °° k(x)x~ s dx avec k verifiant k(x) = k(l/x)/x, qui correspond a 
Jq 00 k(x)x s ~ 1 dx = Jq 00 k(x)x~ s dx, puisque cela garantit que J °° f(x)x~ s dx 
satisfasse a la meme equation fonctionnelle que dzeta. Par l'equation de 
co-Miintz 1)3.5(1 cela signifie que / est la co-somme de Poisson associee a k : 

n>i n Jo * x 

Plus generalement on voit done que l'equation fonctionnelle de la fonction 
dzeta est, via 1)3.6(1 . essentiellement equivalente a la formule de co-Poisson. 

Comme il est bien connu elle est aussi equivalente a la formule de Poisson. 
Pour le voir dans le meme style, reformulons ()3.6I) ainsi : 

poo poo 

(3.7) C(l-s) / f(x)x~ s dx = ({s) / f(x)x s ~ 1 dx . 

Jo Jo 

Par la formule de Miintz le terme de droite est la transformee de Mellin 
(gauche) de Af. Aussi le terme de gauche est la transformee de Mellin 
(gauche) de I(Aj). II vient done (/ paire, x > 0; l'identite vaut peut-etre 
presque partout seulement) : 

ki x J ° ki 

e'est-a-dire, la formule de Poisson ! 
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Dans ce qui precede nous n'avons pas cherche a rendre precises les condi- 
tions sur / qui assurent la validite de nos manipulations, car notre but etait 
principalement de faire passer le message que co-Poisson est aussi intime- 
ment lie a Pequation fonctionnelle que Poisson. Nous proposons maintenant 
une etude precise des conditions de validite de (jSHH). 

3.8. Remarque. Dans tout le reste de ce chapitre, la notation f(s) designera 
la transformed de Mellin gauche : 

fOO 

3-1 



f(s)= / f(x)x s ~ 1 dx 
Jo 

B. Distributions temperees et formule de Miintz. Nous allons etu- 
dier de maniere precise les conditions de validite de la formule de Miintz. 
Rappelons nos notations : on a / E i 1 (0, oo; dx), et Ton note 

A f( x ) = 2^ f( nx > ~ ^ — ' 

n>l 

la somme modifiee, qui par le lemme 12.81 est presque partout absolument 
convergente et est integrable contre (1+log 2 dx. On notera aussi parfois 
f(s) = J °° /(t)t s_1 dt lorsque cette integrale existe. 

Le theoreme principal exprime la validite de la formule de Miintz au sens 
des distributions : 

3.9. Theoreme. Soit f £ L^oo; dx). SoitO < a < 1. On suppose de plus 

/•oo 

/ \f{x)\x a - 1 dx < OO . 

Jo 

La fonction x a Af(x) est alors une distribution temperee en log(x) G R. 
L'identite de Miintz : 

f°° • dr - 

/ x CJ A f (x)x lT — = C(a + iT)f(a + ir) 
Jo x 

vaut comme une identite de distributions temperees en r £ R, V integrale 
etant vue comme representant une transformation de Fourier au sens des 
distributions temperees. 

3.10. Remarque. La situation sur la droite Re(s) = 1 est differente et plus 
delicate. Les enonces relatifs a ce cas seront donnes plus loin. 

3.11. Remarque. Dans l'expression : 

/•CO 

x°A f {x) = V x°f(nx) - x- 1 / f(t) dt , 

n>l J 

ni la somme ni le terme avec l'integrale ne sont des distributions temperees 
en logx (sauf si l'integrale s'annule). C'est leur difference qui est temperee 
comme distribution en logx. 
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3.12. Corollaire. Soit f £ L^O, oo; da;). Soit < a < 1. Si 

/■oo 

|/(x)|x cr_1 dx < oo , / |<7(x)|x CT_ dx < oo , 







/'OO /*oo 

ef Re(s) = cr =>• / #(x)x s_1 dx = £(s) / f(x)x s ~ 1 dx, 
Jo Jo 

alors 

9{x) = 2^ f( nx ) - — 

n>l 

pour presque tout x > 0. 

II s'agit effectivement d'un simple corollaire du theoreme 13.91 puisque les 
deux fonctions x° g{x) et x a Af(x), en tant que distributions temperees en 
log(x), ont la meme transformee de Fourier. 

3.13. Theoreme. Soit f £ ^(0,00; dx). Soit < a < 1. Si 



II) Jo Dn>l f( nx ) ~ k 



J~Ht)dt 



x a 1 dx < 00 

et si (2) /J \f{x)\x a - 1 dx < 00 , 

alors la formule de Milntz 13.51 concerne des integrales absolument conver- 
gentes et est valable sur la droite Re(s) = a. 

3.14. Remarque. On sait deja par le lemme l2~Hl aue la somme ^«>i f( nx ) 
est presque partout absolument convergente et que les integrales prises de 1 
a 00 sont absolument convergentes. De plus si les hypotheses sont verifiees 
pour cr elles le sont aussi pour 1 > a' > a. La formule de Miintz vaut done 
alors au moins dans la bande a < Re(s) < 1. 

Ce theoreme est lui aussi un corollaire immediat de 13.91 Cependant nous 
en donnerons une demonstration directe (plus longue. . .) qui ne fait pas 
appel a la transformee de Fourier-Schwartz des distributions, pour illustrer 
d'autres techniques plus « classiques ». 

3.15. Proposition. Soit f une fonction integrable sur ]0,oo[ verifiant au 
choix I'une des deux conditions suivantes : 

(1) elle est de variation totale bornee sur ]0,oo[, 

(2) ou sa transformee en cosinus f est integrable. 

La formule de Miintz (|3.3|) est alors valable pour < Re(s) < 1 et concerne 
des integrales absolument convergentes. 

Prouvons-le comme corollaire de !3.13l Si / est de variation totale bornee, 
elle est bornee, done certainement la condition (2) de !3.13l est verifiee. Soit df 
la mesure des variations de /. Quitte a modifier / en un nombre denombrable 
de points, on peut supposer f(x) = — J t>x df(t). Soit x > fixe. Pour n > 1 : 



xf(nx)- f(t)dt= (t - (n - l)x)df(t) , 

' (n—l)x J (n— l)x<t<nx 
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/w-- r f(t)dt < f \-Y\dm) 

x J(n-l)x J (n—l)x,nx I x ) 



J (n— l)x,nxj 

On a note {t}* = t — [t] si t ^ Z, = 1 pour i £ Z. Ainsi pour tout x > : 



2^f{nx) 

n>l 



< 



0,oo 



W\(t)< 



]0,oo[ 



La sommation modifiee -A/(x) est done bornee, et la condition (1) de 13.131 
est satisfaite. 

Supposons maintenant / G L 1 . En particulier / (considered comme une 
fonction paire) est essentiellement continue sur R, et la condition (2) de !3.13l 
est done verifiee. Par le theoreme presque sur de Poisson 12.141 on a pour 
presque tout x > : 



n>l 



nx 



E 

n>l 



f(n/x) 



f(t)dt, 



\f(n/x)\ 



n>l 



Pour verifier la condition (1) il suffit de s'interesser a B(x) = ^ 
Par le lemme 12. 7| B est integrable contre la fonction decroissante et inte- 
grable k(x) = x a ~ l , x < 1, = 0, x > 1. Ainsi (1) vaut aussi. 
Un autre corollaire du theoreme 13.131 est donne par : 

3.16. Proposition. Soit < a < 1. Soit f une fonction localement de 
variation bornee telle que 



\f(x)\dx+ I x a \df\{x) + 

0,1] 



l,oo[ 



\df\(x) < oo . 



La formule de Miintz (|3,3|) est alors valable comme identite d 'integrales ab- 
solument convergentes dans la bande a < Re(s) < 1. 

Quitte a modifier / (done Af) en un nombre denombrable de points, 
on peut supposer f(x) = — J t>x df(t). Remarquons ensuite pour x < 1 : 
I)x,i] r I4f|(*) > x° I ]x ,i] W\(x), et done f(x) = 0{x~ a ) pour x -» 0. Ainsi 
Jo° fi-^x 3-1 dx converge absolument pour a < Re(s) < 1. L'inegalite etablie 
pour Af(x) dans la preuve de 13.151 : 



n>l 



f(nx) 



SZ°f(t)dt 



< 



0,oo 



\df\(t) 



vaut aussi sous la nouvelle hypothese (on a Jj Q ^ t\df \(t) < oo). Comme 
{%}* <{{%}*)' <&, onendeduit: 



\A f (x)\ <x~° / r|4flW + 



0,11 



W\(t) 



l,oo 
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Done Af est aussi 0(x~ a ) pour x — > 0. Ainsi Jq 00 Af(x)x s dx converge 
absolument pour a < Re(s) < 1, la convergence sur ]1, oo[ par le lemme 
La proposition est done prouvee, comme corollaire du theoreme 13.131 

Nous en venons maintenant aux preuves de !3,9l et de !3,13[ en commengant 
par ce dernier. Bien qu'il puisse etre vu comme un simple corollaire dc 13.91 
nous en donnerons une preuve directe, dans un style plus classique. Nous 
debutons par un lemme : 

3.17. Lemme. Soit f G L 1 (0,oo; dx) et soit < a < 1. Si f est de classe 
C 1 sur ]0,oo[ ; si f est integrable sur [l,oo[ ; et si f'(x) est 0(x~ l ~ a ) pour 
x — > alors la formule de Miintz W^ vaut dans la bande a < Re(s) < 1 avec 
des integrales absolument convergentes. 

Tout d'abord f(x) est 0(x~ a ) pour x — > 0, done f(s) = J °° f(x)x s ^ 1 dx 
est absolument convergent et analytique pour a < Re(s) < 1. On note que 
Jot\f(t)\ dt est fini. Par 

rnx rnx 

xf(nx)- f(t)dt= (t-(n-l)x)f'(t)dt , 

J (n—l)x J (n— l)x 

on obtient la convergence absolue pour tout x > de Xm>i f( nx ) e ^> pour 

A (x) = y: nnx) - = r nt) \i\dt, 

n>l X J ° 

l'inegalite : 

\A(x)\ < J™ \f(t)\ {!} * < If'Vll dt + jH dt > 

qui est 0(x~ a ) pour x — > 0. Done Jq A(x)x s ~ 1 dx est absolument convergent 
et analytique pour Re(s) > a. Par le lemme on a f°° \A(x)\ log 1^ x ) < 00 

et done certainement a < 1 =>■ Jj 00 < oo. Ainsi A(s) = 

J °° dx est absolument convergent pour a < Re(s) < 1. 

Soit e > et soit f e (x) = f(x)e~ ex . On remarque que f e verifie les trois 
memes hypotheses que /. On a par convergence dominee : 

cr < Re(s) < 1 => f(s) = lim %(s) . 

e—*0 

Soit j4 £ (x) la sommation de Poisson modifiee de f e . A nouveau par conver- 
gence dominee on a \/x > lim^o j 4e(^) = A(x). De plus les integrales 
Ii° E n >i fe{nx)x s ~ l dx sont dominees par ^ n >i \f('nx)\x Iie ^~ 1 dx. Done 

V] f(nx)x s ~ 1 dx = lim / ^ f e (nx)x s ~ 1 dx . 
n>l n>l 
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En ce qui concerne l'intervalle ]0, 1] on a les expressions 



X 



puis les majorations (0 < e < 1) 



\M*)\<J o W\{l} dt + l \fW dt > 

qui sont independantes de e et integrables contre \x s ~ 1 \ dx sur ]0, 1] pour s 
dans la bande consideree. Nous pouvons done affirmer : 

a < Re(s) < 1 =>• A(s) = lim^(s) . 

e^O 

II suffira done d'etablir la formule de Miintz pour f e , e > fixe. Ecrivons 
pour a < Re(s) < 1 : 

f°° f 1 f°° 00 f°° f (v)dv 

/ A e (x)x s ~ 1 dx= A e (x)x s ~ l dx + Y f e (nx)x s - l dx+ Jo UKy> - 

Jo Jo Ji fi s ~ 1 

La premiere integrale est analytique pour Re(s) > a, et la deuxieme integrale 
est une fonction entiere, puisque 



x > 1 => 



n=l 



0(l/(exp(ex) - 1)) 



Ainsi A t (s) est meromorphe dans Re(s) > a, et on peut la reecrire pour 
Re(s) > 1 selon : 



Ms) 



jT 1 ( Ae (x) + fo°° ft(y) d y y s -i dx + J°° /^k- 1 dx 

/•oo °° ;>oo 

= / V] f e (nx)x s ~ 1 dx = £(s) / f e (x)x s ~ 1 dx 
Jo n=1 Jo 

La preuve du lemme est complete, puisque le principe du prolongement 
analytique donne A e (s) = £(s)/ e (s) aussi dans la bande a < Re(s) < 1. 

Prouvons maintenant le theoreme \3.1'Al Rappelons-en les hypotheses : on 
a / E L 1 (0,oo; dx), on note A{x) la somme de Poisson (Miintz)-modifiee de 
/ qui est definie presque partout et Ton suppose que f et A sont toutes deux 
dans L 1 (0,oo; x a ~ 1 dx) pour un certain < a < 1. II s'agit de prouver la 
formule de Miintz. Comme nous l'avons deja indique dans la remarque 1^.141 
les fonctions f et A seront aussi dans L 1 (0, oo; x a _1 dx) pour tout 1 > a' > 
a, et les fonctions f et A sont continues dans la bande a < Re(s) < 1. II suffit 
done d'etablir la validite de la formule de Miintz sur la bande a < Re(s) < 1. 
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Soit g(t) une fonction quelconque non identiquement nulle et de classe C 1 
et de support dans [a, b], < a < b. Soit k quelconque localement integrable 
sur ]0, oof. On note alors 

(g* k )(t)= r k {u)g{-)-= k(u)g(-)^ , 
Jo u u J t/b u u 

la convolution multiplicative de g et de k. Pour tout nombre complexe s tel 
que J °° &:(i)i s_1 dt soit absolument convergent, le theoreme de Fubini prouve 
que g * k a la meme propriete et que 

roo /'OO 

{g * k){t)t s ~ l dt = g{t)t s - l dt k{t)t s ~ l dt. 
Jo Jo 

En particulier comme / est integrable, il en est de meme de F = g * f. De 
plus de Pexpression F(t) = J °° f(u)g(^)^ il ressort que F est de classe 
C 1 sur ]0, oo[, avec F'(t) = ~ J °° f(u)^g'{^)^f- Cela montre en particulier 
que tF'(t) est dans L 1 (0, oo; dx). Et comme g est C 1 avec son support 
compact eloigne de l'origine, on a certainement Vx > |x</(x)| < Cx~ a 
pour une certaine constante C. II en resulte que F' est 0(t~ a ~ l ) pour t — > 0. 
Done F verifie toutes les hypotheses du lemme l3.17l et la formule de Miintz 
Ap(s) = ^(s)F(s) vaut pour F dans la bande a < Re(s) < 1. Nous savons 
deja F(s) = g(s)f(s) et il suffit done de montrer Ap(s) = g(s)Af(s), ce qui 
resultera de Ap = g * Af. Nous avons pour tout x > fixe : 



Ef i/(-)iw^-£'Ei/(-»)iw=)if<=o. 

n>l J[) Jx >° n>l 

>us avons utilise l'integrabilite locale de Yln>i l/( m OI- Ainsi 

j> * f)(nx) = /" f(™)g(% ) v = ^ * ( E •)) (*) 

Jx/b : 



On verifie aussi Pidentite (g* j)(x) = ^ / °° g(t)dt. II en resulte Ap = g*Aj 
et ceci termine la preuve du theoreme 13.131 

Venons-en au theoreme 13.91 On y fait les hypotheses < a < 1, / € 
L 1 (0, oo; g?x), Jq 00 (/(x^x* 7-1 < oo, et Ton note 

A( , sr f( , !o™f{t)dt 

n>l X 

qui est presque partout definie et est comme fonction de log(x) 6 R locale- 
ment integrable. 

Soit e > fixe, et soit f e (x) = f(x) exp(— ex), A t = Af e . Pour toute 
fonction (p(x) de classe C°°, supportee dans < a < x < 6, on a par 
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convergence dominee : 

poo rb /•oo 

lim/ A e (t)(p(t)dt = lim / A e {t)<f){t) dt = A f (t)<p(t) dt . 
e ^°Jo e ^°Ja Jo 

La fonction entiere a(s) = (j)(t)t~ s dt est de decroissance rapide dans toute 
bande o\ < Re(s) < 02. Par la formule d'inversion on a : 



rc+100 

V/ > Vc G R 0(t) = / a(s)i s 

J c—ioo 

Prenons tout d'abord c > 1. Comme J °° \f e (t)\t°~ 1 dt < 00 on a 

roo /'OO 

/ V / e (nt) i " 1 rft < C(c) / lAWI^- 1 * < 00 . 
■/ jo 



C > 1 



Ainsi, pour c>letO<A<cx)ona 

"A />oo /»oo A c ~ * 

c~- i 

On peut done ecrire, avec c = 2 et pour tout A > 6 : 

fA r-2+ioo / />A 



/•A /-oo />oo 

/ \A t {t)\t c ~ l dt < C{c) / \f e ( t )\t c - 1 dt+ \fe(t)\dt 

Jo Jo Jo 



< 00 . 



/•oo /-A i-Z+ioo / f' A \ |r/e| 

/ A e (t)4>{t) dt = A e (t)<f>(t) dt = a(s)( A^t 3 - 1 dt) 

Jo Jo J2-100 \Jo J 2vr 

r-2+ioo I ph. \ I j I poo p2+ioo A 6 ' -1 

= / / EW lrft V- 

J2-100 \ Jo / /7r JO J2-ioo S — 1 



A*- 1 |ds[ 

2V 



n>l 

On a de plus : 

./2-ioo S - 1 27T J ./2-ioo 27r JO * 

On fait tendre A vers +00, et on obtient : 

poo p2+ioo poo I j I />oo 

/ A £ (t)ttt)dt= a(s)C(s) f e (t)t s - 1 dty--a(l) f e (t)dt. 

Jo J 2-ioo Jo Z7r Jo 

La decroissance rapide de a(s) pour |Im(s)| — > 00 permet de decaler l'inte- 
grale complexe de la droite Re(s) = 2 a la droite Re(s) = a, ce qui donne 
un residu au passage en s = 1 qui vaut a(l) J °° f e (t) dt, et qui compense 
exactement le dernier terme. Ainsi : 

MtW) dt= I a(s)((s) ( r f e (t)t^ dt) f . 

JO J s=a+ir \J0 / Z7T 

On a sur la droite Re(s) = a convergence pour e — ► de J °° f e (t)t s ~ l dt vers 
J °° f(t)t s ~ l dt, avec J °° donnant une borne superieure fixe. On 

peut done afnrmer 

£° A f (t)m dt = J QH tw- cw/w£ • 
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Posons maintenant (f)(t) = t a ~ 1 ip(t), et reecrivons l'equation precedente : 

t°A f (t)mj = J QH mt- lT j^j + ir)f(a + ^ . 

Cela exprime exactement que la distribution temperee ((a + ir)f(a + ir) = 
D(t) a comme transformation de Fourier inverse au sens des distributions 
temperees J" R e~ lTU D(T)^ la fonction localement integrable e au Af(e u ). Done 
t a Af(t) est une distribution temperee en u = log(t) G R et l'identite de 
Miintz : 

I' 00 ■ dt - 

/ e A f {t)ir - = <;[* + %r)f [a + %t), 

Jo 1 

vaut au sens des distributions temperees. Ainsi le theoreme 13.91 est etabli. 
La situation sur la droite Re(s) = 1 est un peu differente. 

3.18. Theoreme. Soit f G ^(0,00; dx). 

(1) La fonction D(u) = Y2n>i x f ( nx ) > x = ex P( u ) es t definie ponctuel- 
lement pour presque tout u G R, est localement integrable, et est 
temperee comme distribution. 

(2) On a les identites de distributions temperees : 

[ D'(u)e iTU du = -iT((l + iT)f(l + iT) 

sur R\{0} / D(u)e iTU du = ((1 + ir)f(l + ir) 

(3) Si f G ^ 1 (0, 00; (1 + I logx\)dx), alors : 

[°° [ £ xf(nx) -\T f(t) dt ) x iT — = V.P. C(l + ir)f(l + ir) 

J ° \n>l 2J ° J X 

vaut comme une identite de distributions temperees en t, le symbole 
V.P. representant la valeur principale au sens de Cauchy. 

3.19. Remarque. On notera le \ dans 13. 1^1 (3). 

Sous la seule hypothese / G L 1 (0,oo; dx), le lemme l2~Kl permet d'affir- 
mer que ^ n>1 f{nx) est integrable sur ]0,oo[ contre dx/(l + log 2 2;). Ainsi 
En>i x /( nx ) comme fonction de u = log(x) est integrable sur R contre 
du/(l+u 2 ). Done J2n>i xf(nx) est une distribution temperee enw = log(x). 
Ceci prouve (1). 

Pour la preuve du point (2) nous reprenons la technique de la preuve de 
13.91 Soit e > et f e (x) = e~ ex f(x) ; soit cp(t) de classe C°° a support dans 
[a, b], < a < b et soit a(s) = (f)(t)t~ s dt. On justifie comme precedem- 
ment : 

' r-2+ioo poo it I 

fe(nt)Ht) dt= a(s)((s) / /^i)**" 1 dt -Li . 

y^^>^ J 2 — "ioo J 
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Faisons l'hypothese a(l) = J °° = 0- Pour e > fixe, la fonction 

fo° dt est analytique pour Re(s) > 1, continue pour Re(s) > 1, 

bornee pour 1 < Re(s) < 2. On peut done decaler l'integrale complexe 
sur la droite Re(s) = 1. Sur cette droite les quantites / e (i)i s_1 dt sont 
bornees independamment de e et de s. On peut done faire tendre e vers 0, 
et ainsi, (a(l) = 0) : 



/*oo r j 

/ =/«(! + ^)C(1 + + ir)— 

n>l ^ M " 



Choisissons <p(t) de la forme t4rip(t) avec ?/> G C°°([a, 6]). On a alors 

/"OO /'OO 

a(s)= t^'(t)t~ s dt = (s- 1) / ifj(t)t- s dt = (s-l)/3(s) . 
On obtient done pour toute fonction ^ de i > 0, C°°, supportee dans [a, b] : 

poo j± p j 

\ C£tf(nt))ti>'(t)-= / ir(3(l + iT)C(l + iT)f(l + ir)—. 
Jo g * 7r 2vr 

En passant a la variable u = log(t) et en utilisant la distribution temperee 
D(u) = J2 n> i e u f(ne u ) cela s'ecrit 



I D'(u)6(u)du= [ ir( I 9(u)e- iTU du ] C(l + *t)/(1 + ir) 
Jr Jr. \Jr J 



2^ ' 



pour toute fonction 9{u) de classe C°° et a support compact. Cela signifie 
exactement que la distribution temperee 

E{u)= [ irC(l + ir)/(l + ir)e- iTtt ^, 
Jr 27T 

verifie E(u) = —D'(u). Done j K e lTU E(u) du comme distribution temperee 
en r est d'une part +ir J" R e lTU D(u) du, d'autre part ir^(l+ir)/(l+ir). Ceci 
prouve que la distribution L e lTU D(u) du a sa restriction a l'ouvert {r ^ 0} 
egale a la fonction £(1 + ir)f(l + ir). 

Pour la preuve de (3) on introduit la notation : 



X 
n>l 



puis on reprend a l'identique la demonstration de 13,91 On obtient : 

A* £ (t)0(t)dt= a(s)C(s) f e (t)t s - 1 dt—--a(l) f e (t)dt. 

J2~ioo JO Z7rt Z JO 

On deforme le contour d'integration vers le contour allant verticalement de 
1 — ioo a 1 — id puis le long d'un demi-cercle dans Re(s) > 1 de 1 — iS a 
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1 + iS, puis verticalement de 1+iS a 1 + ioo. On note que grace a l'hypothese 
/ G L 1 (0, oo; (1 + | log a; |) dx) on peut ecrire 

a( S )as)f t (s)= ail)fe( ; 1) +O e (l) 
s — 1 

pour 1 < Re(s) , |s — 1| < 1. La contribution le long du demi-cercle de rayon 
5 est done ±a(l)/ e (l) +O e (<5). Ainsi : 

/ A* e (t)<f)(t)dt = lim / a(l + ir)C(l + *r)7 e (l + fr) — . 

On notera que, compte tenu de / G L 1 (0,oo; (1 + | logx\)dx), Ton a pour 

7 e (l+fa) = / e (l) + 0(r), 

avec une constante implicite ne dependant pas de e > 0. Cela signifie que la 
convergence pour 5 — > est uniforme par rapport a e. On peut done prendre 
la limite pour e-»0a l'interieur de Pintegrale. Ainsi : 

poo r j 

\ A* f (t)<f>(t)dt = hm a(l + fa)C(l + tr)/(l + ir) — . 

Jo 5 ->Q Jm\[-s,+s] 27T 

Ceci prouve que la valeur principale au sens de Cauchy de la fonction £(1 + 
zt)/(1 + it) existe et est bien une distribution, en fait une distribution 
temperee egale au sens des distributions a J °° tA*j (t) t lT ^ ■ Ceci complete 
la preuve du theoreme 13.181 

3.20. Corollaire. Au sens des distributions on a 

N 1 

pourr^O li^£-_- = £(l + j T ) 

n=l 

Pour toute fonction de Schwartz (3(u) on a 0(u) = 0(l/(l + u 2 )) et done : 

/ Ve«|/(ne")|/3( U )dn<oo, 
7k i<„ 

ce qui implique liirijv-»oo Yli<n<N x fi nx ) = Si<n x .f( na: )> au sens des dis- 
tributions temperees en log(x). La transformed de Fourier d'une limite au 
sens des distributions est une limite au sens des distributions. II suffit alors 
de choisir / G L (0, oo;(fa) de maniere a ce que / soit egale a 1 sur un 
intervalle [ti,T2] ne rencontrant pas 0, et de restreindre ensuite a l'intervalle 
ouvert ]ri,T2[, pour obtenir la conclusion. 

Une demonstration directe et plus simple s'obtient a partir de l'expression 

x 1 1 1 n 1 - 3 f°° {t} , 
£ (a) = ! + _ + ... + — + s / _L2_ dt 

s w 2 s N s s - 1 J N t s+1 

qui est valable pour N > 1, Re(s) > 0, s / 1. En effet, au sens des distribu- 
tions en t : lini/v->oo N~ %r = 0. 
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C. La transformation de Fourier de la fonction dzeta. Revenons 
a la formule 



/•OO / -I ^00 \ 



pour / £ L 1 (0, oo; (1+| log x\)dx). On peut aussi ecrire sous cette hypothese : 
V.P. C(l + ir)/(l + ir) = /(l)V.P. C(l + ir) + C(l + »r)(/(l + ir) - /(l)) 

Choisissons /(x) de la forme #(u)e~", u = logx, avec de classe C°° a 
support compact. Ainsi : 

i r°° i if 

Y^xfinx)-- / /(t)dt = £-0(logn + u)-- / 6(v)dv 

n>l 2J ° n>l U 

On a par ailleurs 

/(l + ir)= / f(x)x iT dx= / 9{u)e iTU du 
Jo Jr 

Prenons avec J" R #(u) cfax = 1 et remplacons 9(u) par #a(^) = ^4#(^4u), avec 
A > 0, ^4 — ► oo. On obtient l'identite de distributions temperees : 

C(l + ir)(/(l + - 1) + V.P. C(l + ir) 
On passe a la limite au sens des distributions pour A — ► oo, et on obtient : 

/ V -£(log n + u)--\ e iTU du = V.P. C(l + ir) 

J ° \n>i n 2 J 

Nous avons demontre : 

3.21. Proposition. La transformee de Fourier au sens des distributions de 
V.P. C(l + * r ) es t donnee par la formule : 



/(V.P.f(l + ,.»e-™^£> g 
Jr 2vr ^ n 



, 1 
n + u) - - 



On peut aussi le voir de maniere plus directe en partant de l'egalite : 

-= {(} 



dt 



t s+l 

Avec s = 1 + ir, t = e~ u , et en menant les calculs au sens des distributions : 
C(l + ir) = 1 + — - (1 + ir) / {e- M }e 1+i ™ du 
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- + 1+ f e^ +lT ^^{e- u }du. 

•T yi-oo.0F du 



On remarque 



Done 



-oo,0[ 
n>\ 



V.P. C(l + ir) = V.P. — + 1 + 

IT 



- + f I + logra) - 1 | e iTU du . 

J]-oo, [\^[n J 

V.P. C(l + ir) = V.P. - + f ly -6{u + log n) - l u<0 {u) ) e iru du . 



En utilisant alors la formule connue 



sous la forme : 



/ E (vJ-i)^| = 5W«)-iw«), 

V.P. -= / (\l u<0 (u)-\l u>Q (u))e lTU du, 
on obtient finalement 

V.P. C(l + ir) = I [ } ' -5(u + logn) - ^ \ e iTU du . 



Dans le cas a > 1 on a bien evidemment 



a > 1 => / C(o- + ir)e~ iTU — = V]— 5(u + logr/j 
7k 2vr n>i n CT 



Et pour o" < 1 on a : 



3.22. Proposition. 5o?t — oo < a < 1. La distribution temperee ((a + ir) 
a une transformee de Fourier qui est donnee par la formule : 



^ n>l 



n ) _ e («r-l)« 



On remarquera que la somme est convergente au sens des distributions, 
mais pas au sens des distributions temperees ; ce n'est qu'apres avoir sous- 
trait l'exponentielle que l'on retrouve une distribution temperee. Ce sont des 
exercices interessants de montrer directement que cette difference est bien 
une distribution temperee pour tout a < 1, ou de montrer la proposition par 
des calculs analogues a ceux de la preuve precedente. II est aussi possible 
d'etablir la proposition 13.221 de la maniere suivante : soit / G C°°([o, b]), 
< a < b. Soit (pour x > 0) A f (x) = Y,n>i /(rax) - (/ °° f(t) dt)/x. Alors 
Af(x) est 0(x N ) lorsque x — ► + pour tout N G N (en fait Af(x) = (j)(l/x)/x 
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avec 4> G S). Done = Jq 00 Aj(x)x s 1 est absolument convergent des 

que Re(s) < 1, et definit done une fonction analytique dans ce demi-plan. 
Par la formule de Miintz (|3.3|) . on a Af(s) = ((s)f(s) dans la bande critique 
done dans tout ce demi-plan. Cette identite, restreinte a la droite Re(s) = a 
determine la distribution (temperee) L ((a + iT)e~ lTU ^ comme etant don- 
nee par la formule de la proposition 13.221 

On peut done considerer pour < a < 1 que la formule de la proposition 
I3.22l est structurellement equivalente a la formule de Miintz (|3.3|) . a condition 
toutefois que / soit de support compact en logx, ou d'autres conditions s'en 
rapprochant. 

D. Fonctions de carres integrables. Jusqu'a present, nous avons pris 
/ dans L 1 (0, oo; dx). Supposons que l'hypothese soit / G L 2 (0,oo; dx). On 
ne peut plus alors definir de fonction Aj par la formule l3~H 

Pour / de carre integrable la transformed de Mellin 

/(a) = / f(x)x s - 1 dx 



n'existe, en general, que sur la droite critique Re(s) = i, et seulement au 
sens L 2 (comme limite I? des integrates prises sur [o, A], a — > 0, A —> oo). On 
utilisera parfois l'appellation « transformation de Mellin-Plancherel » dans 
ce contexte. La transformation inverse, au sens L 2 , est 

m = / *~ s m ^ ■ 

3.23. Theoreme. Soit f G L 2 (0, oo; dx), et soit pour A > : 

At \ ft \ fof^dt 
Aa(x) = > /(rax) - . 

, x 

nx<A 

Les fonctions localement integrables \fx A\{x) sont des distributions tempe- 
rees en log(rr) et convergent au sens des distributions temperees en log(x) 
lorsque A — > oo vers une distribution y/xDf{x) sur ]0, oof. On a au sens des 
distributions temperees en log x et en t : 

r°° dx l - i 

(3.24) J ^ Df{x)x ir_ =a _ +iT)f{ _ +lT y 

La distribution Df sur ]0, oo[ est caracterisee par la formule suivante : 

<P(x/n) [°° <f>(l/t) 



f'OG f'OO I 

(3.25) / D f (x)<P(x)dx= / f{x) V 

Jo J ° \n>l 



n 



dt dx , 



pour toute fonction <p de classe C°° a support compact eloigne de 0. Elle 
verifie egalement, au sens des distributions sur ]0,oo[ : 

(3.26) D f (x) = x^- f( xu )l^du. 

dx In U 
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3.27. Remarque. Dans (|3.25j) . le terme entre parentheses est dans la classe 
de Schwartz et il s'agit done d'une integrate absolument convergente. Dans 
(|3.26j) l'integrale est une fonction continue de x > 0. 

Soit / A (x) = l 0<x <A(x)f(x). On a /a £ ^(0,00; dx) et A A = A fA . 
Les fonctions A A sont dans L 2 (e,oo;dx) pour tout e > et aussi dans 
L\0,oo;dx/(l +log 2 x)) par le lemme l2~Kl 

Soit u verifiant \ < a < 1. Comme J °° I/aX^)!^ -1 dx < 00, on peut ap- 
pliquer le theoreme l3.9| en fait sous la forme obtenue dans sa demonstration, 
a savoir l'identite d'integrales absolument convergentes : 

poo p / poo \ J 

(3.28) / A A (t)<Kt)dt= / Ht)t~ s dt) ((s)Ta(s)— , 

JO Js=a+ir \J0 J Z7T 

pour toute fonction cf>(t) de classe C°° et a support dans [a, b], < a < b < 
00. La fonction f A (s) = Jq A f(x)x s ~ 1 dx est A s ~a fois une fonction de l'espace 
de Hardy du demi-plan Re(s) > \. Ses restrictions aux droites Re(s) = a 
convergent done au sens L 2 vers f A {\ + * r ) (elle-meme n'est definie qu'au 
sens L 2 ). On peut done prendre la limite pour a — > ^ dans (|3.28|) . ce qui 
donne : 



00 p / poo \ -1 1 j 

A A (t)(j>{t)dt = / / <f>(t)t~*~ iT dt)a T :+iT)f A (-+iT) ' 



JM. \J0 



<2 ,J v 2 '2ir 



Ecrivons 4>{t) = \/tip(t). Ainsi pour toute fonction ip £ C°°, a support dans 
[a, 61, < a < 6 < 00 : 



(3.29) / yft A A (t)ip(t) dt 











Ceci prouve que la distribution temperee C{\ + iT)f A {^ + iT) a comme trans- 
formed de Mellin inverse j^t~ tT C{\ + ^ t )/a(i + * r )ij au sens des distribu- 
tions en r et en logt la fonction localement integrable \/tA A (t). Ainsi, cette 
fonction est une distribution temperee en logi. Comme on a convergence au 
sens L 2 de f A vers /, on peut prendre la limite pour A — > 00 dans (|3,29jh 
On obtient : 



A— >oo 



00 



lim / Vt A A (t)ip(t) dt 







Ceci identifie la transformed de Mellin inverse de £(^ + ir)f(^ + ir) comme 
etant la limite au sens des distributions en logx, lorsque A tend vers 00, des 
fonctions yfx A A (x). 
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Revenons a l'integrale absolument converg ente J °° A A (t)<j)(t) dt. O n a : 

\n>l n JO ' J 

et on passe a la limite lorsque A — > oo. Ceci prouve (|3.25|) . 

Posons <pi(t) = (j)(l/t)/t, de sorte que le terme entre parentheses dans 
(|3.25j) s'ecrive 



n>l 

L'integrale double 



'0 Jo 

est absolument convergente, puisque 



Ux\ 

f(t)^y-<&(x)dtdx 



rmt)\^dt<v^\\f\\ 2 \\%\ 

JO 1 12 



On peut done ecrire : 

r D f (x)<f>(x) dx = QH /(t)M dt) x^cAi(x) ^ 

/■°° / /*°° At/%} , \ d . ir ,^dx 

r4(r /(t,l ^*)* w<!x ' 

la derniere ligne etant ecrite au sens des distributions sur ]0,oo[. On a done 
en ce sens 



Df{x) = X T X I 

La preuve du theoreme 13,231 est complete 



t dx In u 



3.30. Remarque. La fonction x i— ► G(x) = J °° f (xu){u}u _1 du est une 
fonction continue de x > 0, que Ton peut aussi exprimer par l'identite de 
Parseval, compte tenu de C( s )/ S = — fo°{ u } u ~ s ~ 1 du (0 < Re(s) < 1), sous 
la forme : 



-s7t nC(I-s) dr _i f _ 4 - C( s ) 
x s /(s) . — = -x 2 / x lT f( s }2±-L 

-|+ir 1 - S 27r A=i+*r S 2?r 



Cela montre que la fonction y/xG(x), comme fonction en logx est la trans- 
formed de Fourier inverse de -f(\ + ir)Q{\ + % T )/{\ + it). Au sens des 
distributions en logx et en r on a ir = —xd/dx, done par (j3.24l) : 

xD f {x) = -(\-x^)(^G(x)). 
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L'on retrouve (et l'on pourrait la demontrer ainsi) la formule : 

Df(x) = x-^-G(x)=x— [ f(xu)^—^-du. 
ax ax Jq u 

3.31. Proposition. Soit f 6 L 2 (0, oo; dx), et soit pour e > : 

A e (x) = ^ f(nx)e~™ - . 

n>l 

Les fonctions localement integrables ^Jx A e {x) sont des distributions tempe- 
rees en log(rr) et convergent au sens des distributions temperees en log(x) 
lorsque e —* vers la distribution ^/xDf{x) sur ]0,oo[. 

On a A e = Aj t avec f e (x) = f(x)e~ ex . La fonction f t est dans L 1 done 
la somme dans A € est presque partout absolument convergente et A € est 
localement (en logx) integrable par le lemme 12.81 De plus f e est dans 
L 1 (0, oo; x a ~ l dx) pour tout a > \ ; les fonctions f e (o~ + ir) convergent 
au sens I? vers / e (i + *t) pour a — > | (puisque ce sont les transfor- 
mers de Mellin-Plancherel des fonctions f e (x)x a ~z) ; les fonctions / e (^ + ir) 
convergent au sens L 2 vers /(| + ir). Compte tenu de ces elements la pro- 
position est demontree par une preuve exactement semblable a celle de !3.23l 

3.32. Proposition. Soit f 6 L 2 (0,oo; dx) et soit 

d f°° W 
Df(x)=x— / f(xu) du 

la distribution sur ]0, oo[ definie dans VJ. 231 On a 

D f (x) = -Dj{-) , 

X J X 

avec f la transformee en cosinus de f. 

II suffira pour la preuve de rappeler par exemple la formule (|3.7[) (ici, on 
a Mellin gauche!) : 

C(\ - ir)f {\ ~ ir) = Q{\ + ir)f{\ + ir) , 
et d'invoquer l'equation (|3.24|) . Ou encore on utilisera (|3.25|) : 

\n>l n Jo t j 
et la formule de co-Poisson pour (f). 

3.33. Proposition. La transformee en cosinus / °° 2 cos(2iruv)g(u) du de la 
fonction de L 2 (0, oo; du) 



Df(x)<f>(x) dx 
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est la fonction de L 2 (0, oo; dv) : 

{v} f°° ( .du 
V ./„ u z 



Compte tenu de la formule connue ((s)/s = — f °°{u}u s 1 du pour < 
Re(s) < 1, on a 



1 C(^-ir) 

+* T ) = — : — 

2 ^ — IT 



2 



Or, par (JHHJ) 



done : 



C(g - "Os (2 ~ ir ) = C(g + ir )^(^ + iT ) » 

~,1 • \ C(l -*r) I -ir 1 
5 (0 + * r ) = 1' ■ = TT — + • 

On verifie aisement que l'operateur de Hardy /(x) 1— ► - Jq f(t) dt correspond 
a la multiplication par 1/(1 — s) sur la droite critique (pour la transformee de 

Mellin f(s) = J °° f{x)x s " 1 dx), et done que l'operateur fix) \— > dt 
correspond a la multiplication par 1/s. Comme (| — «t)/(^ + ir) = — 1 + 1/s 
cela donne la formule de la proposition. 

3.34. Remarque. On peut considerer que la proposition precedente 13.321 
est un corollaire. On a en effet par Parseval : 



f°° inT r 

G f (x) = J f(xu)^-du = J 



f(v/x) ( {v} f°° r ^du\ , 
' -— + / {uj—y dv 



X \ V /,, u 



f(v/x) {v} , f°° ( r ~ , . dv\ {u} , 
1 dv+ / f(v/x) — — du 



X V Jo \ Jo ux J u 



X XL J \ J / u 

1 /"°° 7/«xM , f 1/x ( f°° 7, s W 



Ainsi (les derivees sont au sens des distributions sur ]0, 00 [) : 

ax ax Jg x u dx 3 x x* J x 

ce qui donne exactement par (j3.26j) : 



x f y x' 
et done prouve 15.321 



D f (x) = -D- fK 
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3.35. Remarque. La preuve de 13.331 montre plus generalement que pour 
une fonction paire / G L 2 (M, dx), l'identite pour y > : 

f(y) = -f(.y) + r f(x)-dx, 

Jy X 

equivaut pour sa transformee de Mellin gauche f(s) = J °° f(x)x s ^ 1 dx, 
Re(s) = |, d'etre de la forme Z(l — s)/(l — s), ou Z verifie la meme equation 
fonctionnelle que la fonction C( s )- Cela equivaut aussi, comme on le voit fa- 
cilement, a ce que la distribution temperee D(x) = ^xf(x) soit invariante 
sous Fourier (ici D{x) = 1 — J2 n ^o $n( x )) ■ 



4. ENTRELACEMENT ET FONCTIONS MEROMORPHES 

4.1. Remarque. Dans tout ce chapitre la transformee de Mellin est la trans- 
formee de Mellin droite : 

f(s)= / f(t)t- s dt 
Jo 

La fonction paire de carre integrable u i— ► g(u) = a les deux proprietes 
suivantes : 

(1) elle est constante (egale a 1) sur ] — a,a[ avec a = 1, et sa transformee 
de Fourier (par la proposition I3.33j) est de la forme A + B log \u\ sur 
le meme intervalle {A = —7, B = —1). 

(2) sa transformee de Mellin complete 

*~ a/2r fy r ^ a(t)t- s dt = -^r( s -) c -^i 

est une fonction meromorphe dans tout le plan complexe, avec un 
pole double en s = et un pole simple en s = 1. 

Nous allons voir dans ce chapitre, non seulement pour les fonctions, mais 
aussi pour les distributions, que la deuxieme propriete est une consequence 
de la premiere, et aussi comment l'on peut renforcer la deuxieme propriete 
pour la rendre equivalente a la premiere. Nous etudierons tout d'abord les 
distributions (temperees), paires, nulles et de Fourier nulles dans ]— a, a[, puis 
dans un deuxieme temps des situations plus generales. Nous aurons besoin de 
notions sur la convolution multiplicative, la transformation de Mellin pour 
les distributions, et les distributions quasi- homogenes. Ne connaissant pas 
de reference commode pour les resultats qui nous seront necessaires, nous y 
consacrons quelques developpements rapides. 

Nous emploierons souvent la notation <D,(f>> pour representer l'appa- 
riement d'une distribution D et d'une fonction test 4>. 
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A. Convolution multiplicative. Nous notons £ C (M X ) l'espace des fonc- 
tions integrables sur M. qui ont un support compact eloigne de l'origine. Soit 
g G £ C (R X ). Comme on le verifie aisement l'application lineaire : 



va de V(M) = C£°(M) vers lui-meme et est continue pour sa topologie. Elle 
va aussi de <S(M) vers lui-meme et est continue pour sa topologie. 
Nous obtenons par dualite des applications lineaires continues, 



de l'espace des distributions, resp. des distributions temperees, vers lui- 
meme. Si D est temperee les deux definitions donnent la meme convolution 
multiplicative g* D. Aussi, si D est en fait elle-meme une fonction test 4>(x) 
alors 



Nous voyons done que f„g(t)(f>(tx)dt peut aussi etre ecrite sous la forme 
(1(g) * <ft)(x) avec I(g)(t) = g(l/t)/\t\. La definition de g * D est done 



Supposons que la fonction g(x) soit en fait supportee dans ]0, oo[. La res- 
triction de g * D a Pintervalle ]0, oo[ ne depend alors que de la restriction de 
D a ]0,oo[. Un changement de variable x = exp(u), uGM, ramene l'etude 
de g * D sur ]0, oo[ au cas de la convolution additive usuelle d'une distribu- 
tion avec une fonction a support compact, pour laquelle nous disposons des 
resultats inclus dans les traites classiques [221 E]- Par exemple, le theoreme 
de Titchmarsh-Lions |14l IV] donne ici : 

4.4. Proposition. Soit g(x), non-nulle, supportee dans [a, A], avec a > le 
plus petit point du support ferme essentiel de g. Supposons que la restriction 
de D a ]0, oo[ ait le plus petit point de son support ferme en b > 0. Alors le 
plus petit point du support ferme de la restriction de g * D a ]0, oo[ est ab. 
En particulier g * D ^ 0. 

La propriete de regularisation (lissage) associee a la convolution ne vaut 
ici qu'en dehors de l'origine. Par exemple, la convolution multiplicative du 
Dirac a l'origine 5(x) est un multiple de 5(x). Plus generalement on a : 

4.5. Lemme. Soit P(T) un polyndme, et soit g G £ C (M X ). On a : 



(4.2) 




(4.3) 



D(x) ^ (g*D)(x) 




<g*D,0>:=<D,I(g)*(/)> 




ENTRELACEMENT DE CO-POISSON 45 
N 



II suffit de le prouver pour P(T) = T N , N G N. On calcule (rappelons 

< S( k \(f ) >= (-l)V {fc) (0)) : 

= (Jj(t)t N dt) <s( N \d» 



et done 

=(£«■><■&*)>■ 

En dehors de l'origine, la convolution regularise : 

4.6. Lemme. Soit g G £ C (R X ) (essentiellement) bornee. Soit F une fonction 
localement integrable. Alors g* F est une fonction localement integrable qui 
est donnee par : 

VteR (g* F)(t) = [ g(x)F (-)pr = [ ^p-F(tx)dx 
Jr \ x J \ x \ Jr \ x \ 

Pour t 7^ on a : 

(g*F)(t)= I 9 -^±F(x)dx 
Jr \ x \ 

Si F est continue, resp. de classe C N , alors g * F est continue, resp. de 
classe C N , sur R tout entier. Si g est continue, resp. C N , alors g * F est 
continue, resp. C N , swR x . 

Pour la preuve on applique le theoreme de Fubini a l'integrale <g * F,(f>> . 
Les proprieties de continuity et de derivabilite decoulent des formules inte- 
grales. 

4.7. Lemme. On a 

x 

En effet 

q(x) d „ , d „ f q(t) , , . , 

<^^* — D,(f» = <—D, ^cj)(tx)dt> 
x dx dx J t 



< D ,J g(t)<f>'(tx)dt> 



= - <g*D,^-(l)> = <^-(g*D),(f» , 



ce qui complete la preuve. 



4.8. Proposition. On suppose que la fonction g est dans C£°(R X ). La res- 
triction de la convolution multiplicative g * D a R x est alors une fonction, 
qui est donnee par la formule : 

MO^ {9 * Dm =<D, 9 -^±> 
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Cette fonction est de classe C°° surW x . 

L'application x i— ► g(t/x)/\x\, pour t / donne, est de classe C°° et a 
support compact, done la formule a au moins un sens. On peut tout aussi 
bien pour la preuve supposer que g est supportee dans x > 0. Un changement 
de variable reduit l'enonce au cas additif. Pour une autre demonstration, 
on peut commencer par dire que le terme de droite est une fonction C°° de 
t 0, par |22| IV. 1]. Nous savons par le lemme fOl que la formule est valable 
lorsque D est une fonction continue. Et pour etudier g * D dans un voisinage 
d'un certain t ^ on peut tout aussi bien supposer D de support compact 
(si 9 G est 1 sur un intervalle sufnsamment grand alors g * D = g * 9D 

dans un voisinage de t) . Toute distribution a support compact est la derivee 
a un certain ordre d'une fonction continue, done il sufnra de montrer que si 
la formule vaut pour D elle vaut pour D' . De 14.71 on a : 

(g * D'){t) = ±{xg(x) * D){t) = ± <D(x), > 
at at x\x\ 

Par |221 IV. 1] on peut mettre la derivee a l'interieur de l'appariement : 

(g ,D' m =<D,^sm> 

at x\x\ 

Par homogeneite : 

t d tg(t/x) _ tg{t/x) _ d tg(t/x) _ d g{t/x) 



dt \x\ dx \x\ dt x\x\ dx \x\ 

Done : 

(g,D')(t) = - <D(x)"^> = <D',^> , 

ox \x\ \x\ 

ce qui complete la preuve. 

4.9. Corollaire. Soit a / et soit P{T) un polynome. Soit g G C^?°(1R >< 
La convolution multiplicative g * P(-^)5(x — a) est la fonction de classe C c 
a support compact eloigne de I 'origine, donnee par la formule : 

t „ P (_±\ »(«/.) 

\ dx / 

4.10. Remarque. Par le lemme H~7I on a 



d\ 3 . • . , ... , f d\ J Pg(t/a) 



(9*^)(t)= - (x>g(x)*8 a (x))(t) 



dt J \dt J ai\a\ 

et la compatibilite avec la formule du corollaire equivaut a l'identite : 

at J \a\ \oa ) \a\ 

que l'on peut bien sur verifier directement. Nous avons employe la notation 

$\ x ) = (£Y 6 ( x - a )- Ainsi <ta\<t»= (-iy<p {j) (a). 
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B. Le theoreme d'entrelacement. La transformation de Fourier T 
entrelace les dilatations et les contractions. Ceci donne un theoreme simple 
et important : 

4.11. Theoreme. Soit D une distribution temperee et soit g € £ C (M X ) 
(c'est-d-dire g est integrable et de support essentiel compact et eloigne de 
Vorigine). Soit 1(g) la fonction g(l/t)/\t\. On a alors la formule d'entrela- 
cement de la convolution multiplicative et de la transformation de Fourier : 

T(g * D) = 1(g) * F(D) 

Soit <p une fonction de Schwartz. Soit k = 1(g). On a (les integrales etant 
toutes etendues sur M. et absolument convergentes) : 

(k * f(<f>))(x) = J g(t)F((f>)(tx)dt = J g(t) (J e 27Titxz (f>(z)dz^ dt 

= j j e^ itzx <\>(z)g(t)dtdz = J J e^ iwx (j)(^)g(t)^- dw 



IS 



,2*iwx^ uw j9(±M_ dudw = T ^ g ^ 



Ainsi k * F(4>) = T(g * <$>) et done en dualisant : 

< g * D, T(<f>) > = <D,k* T(4>) > = <D,F(g*(f>)> 

= <F(D),g*(j)> = <k*F(D),<j)> , 

ce qui complete la preuve du theoreme. 

C. Transformation de Mellin. Nous developpons ici la notion de trans- 
formation de Mellin pour une distribution. Nous supposerons dans cette 
section que la distribution temperee D a son support dans [a, oo[ pour un 
certain a > 0. Les definitions faites ne dependront pas du choix de a. 

Considerons tout d'abord le cas ou D(x) est une fonction continue C(x) 
avec croissance au plus polynomials Alors 



/•oo 

C(s) = / C(x)x' s dx 
Jo 



existe comme fonction analytique de s pour Re(s) 3> 0. Pour a S> la fonc- 
tion analytique C(s) est 0(a~ s ) uniformement dans le demi-plan Re(s) > a. 

4.12. Remarque. On notera bien que dans tout ce chapitre la transformed 
de Mellin est definie suivant la formule « droite » j C(x)x~ s dx. 

Dans le cas general, on peut ecrire D(x) comme la N c derivee d'une 
fonction continue avec croissance au plus polynomiale, pour N suffisamment 
grand. II y a un unique choix d'une telle fonction continue Cn(x) qui soit 
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nulle sur ] — oo,a] (et Cjy ne depend pas du choix de a > 0). De C' N+1 (x) = 
Cn(x) on deduit 

4.13. Definition. Nous definissons la transformed de Mellin de la distribu- 
tion temperee D, dont le support est inclus dans [a, oof, a > 0, comme etant 
la fonction analytique 

D(s) = s(s + l)...(s + N- l)CV(s + N) 

avec comme domaine de definition le plus grand demi-plan Re(s) > a sur 
lequel un prolongement analytique soit possible (a partir de Re(s) S> 0), 
ou C tout entier eventuellement. Pour des raisons typographiques, il sera 
parfois plus aise d'ecrire M(D)(s) en lieu et place de D(s). 

Prenons note des proprietes suivantes : 

4.14. Si D(s) = alors D = 0. 

4.15. On a £D(s) = sD(s + 1). 

4.16. On a ^D(s) = D(s - 1). 

En effet c'est certainement vrai si D est une fonction continue de crois- 
sance polynomiale. Et si c'est vrai pour D c'est aussi vrai pour D' : xD'(s) = 

(xD)'(s) - D(s) = sxlD(s + 1) - D(s) = (s - l)D(s) = D~'(s - 1). 

4.17. On a x£D(s) = (s - l)D(s) et £xD(s) = sD(s). 
Le lemme technique suivant est utile : 

4.18. Lemme. Soit 6(x) € V(R) (D(R) = C™(R)) avec support dans [|,3] 
et valant identiquement 1 sur [1, 2]. Soit pour M > 2 : 6m{x) definie comme 
volant 6(x) sur ] — oo, 1], 1 sur [1, M], 6(x — M + 2) sur [M, oof. Soit D une 
distribution temperee avec support inclus dans [a,oo[, a > 0. On a alors 

Re(s)>0^ D(s)= lim < D, x~ s 6 M (-) > . 

M^oo a 

Et Von peut choisir di » i sorte que la convergence soit uniforme dans 
toute bande a\ < Re(s) < o~2, o~2 > o\. 

Pour la preuve nous choisissons N » tel que D soit la N e derivee 
d'une fonction continue Cm{x) de croissance polynomiale, nulle pour x < a. 
Considerons les fonctions entieres : 

A M {s) =<D, x- s e M {^) > = {-l) N J™ C N (x) (J-^ N (x' s 6 M (^)) dx . 

Pour s fixe avec Re(s) » on a convergence dominee pour M — > oo vers 

N 



C N {x) (- (x- s ) dx = s(s+l) . . . (s+N-1) J C N { 



x)x- s - N 
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qui est en fait par definition D(s). Et la convergence dominee sera uniforme 
en s si o"i < Re(s) < 02 et o\ S> 0. 

Enongons un certain nombre de corollaires, dont les preuves (simples) 
seront pour la plupart omises : 

(4.19) M(x~ w D(x))(s) =D(s + w) 

(4.20) M(log(x)D(x))(s) =-£D(s) 

4.21. Si f, avec son support dans [a, oof, a > 0, verifie J a °° \ f(x)\x~ a dx < 00 

alors f(s) definie selon \4-13\ coincide sur le demi-plan Re(s) > a avec 
f(x)x~ s dx en tant qu'integrale de Lebesgue. En particulier si D(x) ap- 
partient a L 1 (a, 00; dx) alors D(s) = J" a °° D(x)x~ s dx pour Re(s) > 0. 

4.22. Si D(x) appartient a L 2 (a,oo; dx) alors D(s) = J°° D(x)x~ s dx pour 
Re(s) > \. 

4.23. Si D a son support dans [a, A], < a < A < 00, alors sa transformee 
de Mellin est une fonction entiere, qui peut etre evaluee par la formule 

s h-> <D,x~ s 9(x)> , 

oil 6(x) £ D(M) vaut identiquement 1 sur [a, A]. 

4.24. Si D = Y2 n a n3\„ avec une suite strictement croissante (finie ou infi- 
nie) X n telle que S(X) = Ylx n <x l a «l a ^ une croissance (au plus) polyno- 
mial, alors 

Re( S )»0^ D( S ) = Y / ^J 

n n 

4.25. Proposition. Soit D une distribution temperee supportee dans [a, oof, 
a > 0, et soit g une fonction integrable supportee dans \b,B\, b > 0. Alors, 
dans tout demi-plan Re(s) > a ou D existe : 

g^D(s) = g(s)D(s) . 

Si D(x) = C{x) est continue de croissance polynomiale et Re(s) 3> ceci 
resulte d'une application directe de Fubini. Dans le cas general, on a par le 
lemme 11771 fa* D)(t) = (x N g(x) * C N )( N \t) done 

M(g * D)(s) = s - ■ ■ (s + N - l)M(x N g * C N )(s + N) 

= s ■ ■ ■ (s + N — l)g(s)C^(s + N) = g(s)D(s) , 

ce qui prouve la proposition. 

D. Propriete S et transformers de Mellin entieres. 

4.26. Definition. On dira qu'une distribution D sur M a la propriete S si 
elle est temperee, et si il existe un intervalle ] — a,a[, a > 0, sur lequel a la 
fois D et J~{D) sont nulles. 
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Si D a la propriete S il en est de meme de sa partie paire et de sa partie 
impaire. 

Si D est paire et g £ £ C (M X ) est impaire alors g * D = 0. Si D est impaire 
et g est paire alors g * D = 0. Pour eviter ces problemes on prendra toujours 
dans la suite g avec son support dans ]0, +oo[. Si D est paire, g*D Test aussi. 
Si D est impaire g * D l'est aussi. Pour une telle fonction g S £ C (M +X ) on 
pose g(s) = f g(t)t~ s dt. Pour une distribution D, soit paire, soit impaire, 
et nulle dans un intervalle ] — a, a[, la transformed de Mellin D(s) est definie 
selon 14. 131 applique a JD|] 0)OO r. Par la proposition 14.251 on a : 

g^D(s) = g(s)D(s) . 

4.27. Definition. On dira parfois que g * D est la D-co-somme de g, et on 
utilisera parfois la notation P'^(g) = g * D. 

4.28. Proposition. Si D a la propriete S et si g £ £ C (R +X ) alors g * D a 
la propriete S. 

En effet, par la proposition 14.41 la convolution g * D est nulle dans l'inter- 
valle ]— ab, ab[ si g est nulle dans ] — b, b[. Par le theoreme d 'entr elacement 14.111 
!F{g * D) = 1(g) * T(D) et elle est done nulle dans Pintervalle ] — a/B, a/B[ 
(g(t) = pour \t\ > B). Done g * D a la propriete S. 

4.29. Theoreme. Soit D une distribution, qui est soit paire, soit impaire, 
et qui possede la propriete S. Soit g une fonction a support compact [b,B], 
< b, et infiniment derivable. Alors la D-co-somme de g est une fonction 
dans la classe de Schwartz, qui possede aussi la propriete S. 

II reste a montrer que g * D est dans S. Rappelons qu'en tout cas par la 
proposition 14.81 elle est de classe C°° sur R et qu'elle est donnee pour t ^ 
par la formule : 

M0=> (g*D)(t)=<D,^l> . 

\x\ 

Soit k = 1(g) et soit j(y) = J R e~ 2mxy k(x) dx de sorte que k = J r ( r )), et que 
7 G S. Notons que pour t ^ donne on a : 

9(t/x) k(x/t) 
| g | = | t | = ^(7(<y))W i 

et done pour t ^ : 

{g*D)(t) =<D,F{ 1 (t-))> = <F{D), 1 (t-)> . 

Supposons par exemple que D soit paire ; e'est alors aussi le cas de E = 
J-(D). Comme E(y) est temperee elle est la derivee C^ 2N '(y) d'une fonction 
paire continue de croissance (au plus) polynomiale. La restriction de cette 
fonction a l'intervalle ] — a,a[ est un polynome de degre au plus 2iV — 1. 
Apres avoir soustrait ce polynome on pourra supposer que C elle-meme est 
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identiquement nulle dans l'intervalle ] — a,a[. On obtient done la formule 
suivante, pour t ^ : 

(g*D)(t)=<C^ 2N \y), 1 (ty)> = [ C {y)t 2N ^ 2N \ty) dy 

Jr 

poo 

= t 2N C(y)(^ N \ty)+^ N \-ty))dy. 

J a 

Par cette formule et 7 G S le fait que (g * D)(t) et toutes ses derivees 
decroissent plus vite que tout inverse de polynome lorsque t — ► ±00 est 
apparent (le cas D impaire est traite de maniere similaire). Done g * D £ S, 
ce qu'il fallait demontrer. 

Nous en arrivons au theoreme principal : 

4.30. Theoreme. Soit D une distribution, paire ou impaire, avec la pro- 
priete S. Sa transformee de Mellin D(s) est une fonction entiere. Si D est 
paire, alors D a des zeros triviaux en 0, —2, —4, . . . et verifie V equation 
fonctionnelle 

TT-f T( S -)D( S ) = 7T- Vr(l^)f(Bj(l - S) . 

Si D est impaire, alors D a des zeros triviaux en —1, —3, —5, . . . et verifie 
V equation fonctionnelle 

7r-^r(i±^)5( s ) = -i^r(^)F(D)(i - S ) 

Traitons le cas D paire. Prenons n'importe quelle fonction g non nulle, 
infiniment derivable, supportee dans [b, B], < b < B < 00. Nous savons par 
le theoreme l4.29l aue g*D est une fonction paire dans S, identiquement nulle 
dans un voisinage de l'origine. Sa transformee de Mellin j^°(g * D)(t)t~ s dt 
est done une fonction entiere de s. Par la proposition 14.251 on a 

g^D(s) = g(s)D(s) , 

ce qui fournit pour D(s) un prolongement meromorphe a tout le plan com- 
plexe. En fait les poles ne peuvent etre qu'aux zeros de g, et g peut etre 
choisie arbitrairement, done D(s) est bien une fonction entiere. En ce qui 
concerne la fonction de Schwartz = g * D paire elle est certainement L 2 . 
Par (|3.6j) elle verifie presque partout sur la droite critique 

Tr-f r(|) ( S ) = Tr-Vrc^jfti - ,) . 

Par le theoreme d'entrelacement 14. 1 II on a ^((p) = J-{g * D) = 1(g) * ^(D), 

qui est aussi dans S et est nulle dans un voisinage de l'origine. Done J 7 ((ft) 
est aussi une fonction entiere. Ainsi l'identite vaut dans tout le plan com- 
plexe, comme une identite de fonctions meromorphes, en fait entieres car les 
poles eventuels du terme de droite ne peuvent en etre du terme de gauche et 
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vice versa. Par ailleurs 1(g) (s) = g(l — s), d'ou T{<j>) (s) = g(l — s)J r (D)(s), 
tandis que 4>(s) = g(s)D(s). Ainsi : 

TT-f r(|)5(l - S)?(B) («) = 7T- i ?r(i T ^)?(l - 5)5(1 - s) , 

puis 

vr"! T( S -)T(D)( S ) = 7T - i ?r(i Y ^)5(l - S ) , 

ce qui complete la preuve. Les zeros triviaux sont dus a l'equation fonction- 
nelle. En effet la fonction meromorphe T>(s) = tt~2T(^)D(s) ne peut avoir 
de poles qu'en s = — 2n, n £ N. Mais T>(1 — s) est par l'equation fonction- 
nelle une fonction du meme type, et done V(s) ne peut avoir de poles qu'en 
s = 1 + 2n, n £ N. La fonction T>(s) est done en fait une fonction entiere, 
d'ou les zeros triviaux. 

Le cas impair est traite quasiment a l'identique. 

E. Fonctions moderees et propriety S. 

4.31. Definition. Nous dirons qu'une fonction entiere F est moderee si elle 
verifie les deux conditions suivantes : 

(1) sur toute droite Re(s) = a, F est de croissance (au plus) polynomiale. 

(2) dans tout demi-plan Re(s) > a, F est dans la classe de Nevanlinna 
AA(Re(s) > a). 

4.32. Remarque. On a renonce a la terminologie plus precise « 9- moderee », 
ou 9 serait un angle et ici 9 = 0. 

La classe de Nevanlinna M d'un demi-plan ouvert est compose des fonc- 
tions analytiques que Ton peut ecrire dans ce demi-plan sous la forme d'un 
quotient de deux fonctions analytiques bornees. Les fonctions meromorphes 
quotients de deux fonctions analytiques bornees sont dites de « caracteris- 
tiques bornees ». Pour ces notions et un certain nombre de resultats que 
nous supposerons connus et utiliserons sans autre reference, nous renvoyons 
au livre de Rosenblum et Rovnyak ^F3\ qui contient tout ce qui nous est 
necessaire. 

4.33. Remarque. Faisons tout de suite la remarque qu'une fonction mo- 
deree F(s) est, dans tout demi-plan Re(s) > <to donne, 0(A Re ^ (1 + \ s\) N ) 
pour un certain A > et un certain N £ N. En effet par le theoreme de 
factorisation de Smirnov-Nevanlinna, et la terminologie introduite par Beur- 
ling, on peut factoriser F (supposee non-nulle. . .) dans le demi-plan ouvert 
Re(s) > do en un produit de Blaschke (qui est borne par 1), un facteur 
interieur special A s ~ a °, un facteur interieur associe a une mesure singuliere 
signee sur la droite Re(s) = <ro, qui est par force inexistant ici a cause du 
prolongement analytique de F a travers cette droite, et un facteur exterieur 
dont le module a comme logarithme l'integrale de Poisson de log \ F(ao + it)\. 
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Par hypothese ceci est < log C + N\og y/(l + t 2 ) sur la droite, pour un cer- 
tain iV G N et une constante C > 0, et par ailleurs l'integrale de Poisson 
de log -/(I + * 2 ) est log|s - cr + 1|, done F(s) = 0(A R < s \l + \s\) N ) dans 
le demi-plan Re(s) > ctq (ou > ctq). Signalons de plus que le A du facteur 
interieur special est donne par la formule : 

. ... log|F(a)| 
log(A) = limsup , 

a— >+oo 0~ 

et ne depend done pas du demi-plan considere. Suivant la terminologie de 
de Branges j2], on dit que log(>l) est le « type moyen » de F dans le demi- 
plan considere. Notons de plus le fait utile suivant : si a > est dans le 
support ferine essentiel de / G L (a, oo; x~ ui) dx) alors la fonction analytique 
F(s) = f f(x)x~ s dx est de Nevanlinna dans le demi-plan Re(s) > do et 
son type moyen est log ^ . De meme si a > est la borne inferieure du support 
ferine essentiel de / € L 2 (0, oo; dx) alors la fonction f(s) = J °° f(x)x~ s dx 
est de Nevanlinna dans le demi-plan Re(s) > \ et son type moyen est log =. 

4.34. Remarque. La propriete pour une fonction entiere F d'etre moderee 
equivaut a l'une ou l'autre des assertions : 

Vcro G M. 3A > 3N G N F(s) = 0{A R < s \l + \s\) N ) dans {Re(s) > a } 

3A > Vcjo G R 3N G N F(a) = 0(^ Re W(l + \s\) N ) dans {Re(s) > a } 

car elles impliquent (1) et (2) de 14.311 et sont impliquees par I4.31( par la 
remarque qui precede. 

Nous rappelons la notation 

x(s)= cw = ,.-i r < 1 ?)_ (*)• 



C(i-») r(|) 2cos(f)r( s ) 

et le fait que cette fonction meromorphe et son inverse x(l — s) sont de 
croissance au plus polynomiale lorsque |Im(s)| — ► oo dans toute bande — oo < 
o\ < Re(s) < 02 < oo. 

4.35. Theoreme. Soit D une distribution temperee paire avec la propriete 
S. La fonction entiere F(s) = D(s) est moderee et x{s)F{\ — s) est aussi une 
fonction entiere et moderee. Reciproquement si F est une fonction entiere 
moderee et si x(s)F(l — s) est aussi entiere et moderee alors il existe une 
(unique) distribution temperee paire D avec la propriete S telle que F en 
soit la transformee de Mellin. 

Supposons que la distribution paire D ait la propriete 5, pour l'intervalle 
] — a, a[, a > 0. Soit g une fonction non nulle quelconque, choisie infiniment 
derivable et de support dans [b, B], < b < B < oo. Nous savons alors 
par 14.291 que (f> := g * D est une fonction paire, nulle dans ] — c, c[, c = 
ab, et est dans la classe de Schwartz. Soit a G R. Pour Re(s) > a, on 
a \ f*D(s)\ < J c °° \(j)(x)\x- Re ^ dx < c - Re M \(P(cx)\x- a x- Re( ^ +a cdx = 
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O a (c Re ( s )). La fonction c s <p(s) est ainsi bornee dans Re(s) > a et il en est 
de meme de b s g(s). Comme -D(s) = 4>(s)/g(s) on en deduit que F(s) = D(s) 
est dans la classe de Nevanlinna du demi-plan Re(s) > a. II en est de meme 
de G(s) = x( s )E(l ~ s ) puisque par le theoreme 14.301 on a G(s) = E(s), 
E = T(D). 

Remarquons que par la definition 14. 131 on a pour un certain N G N : 

Re(s) » => D(s) = s(s + l)...(s + N- l)CV(s + N) , 

ou Cm est une fonction continue de croissance polynomiale, nulle sur ]0, a[. 
La fonction J°° Cn(x)x~ s ~ n dx est O aQ (a~~ Re ^) dans tout demi-plan Re(s) > 
u > a , a » 0. Done F(s) = D(s) est 0(A R < s \l + \s\) N ) dans un tel 
demi-plan (A = a" 1 ). Appliquons ce resultat a E = F{D). Nous obtenons 
en particulier que sur toute droite Re(s) = a±, a\ <0, la fonction E(l — s) 
done aussi x( s )E(l — s) = D(s) est de croissance polynomiale. Or nous 
savons deja que D est dans AA(Re(s) > o"o), pour tout oq G R, done par 
la remarque I4.33| le fait qu'elle soit de croissance polynomiale sur la droite 
Re(s) = o\ implique qu'elle Test aussi sur toute droite Re(s) = a, a > o\. 
Comme o\ est arbitraire, nous avons montre que F(s) = D(s) est de 
croissance polynomiale sur toute droite verticale. Nous avons done etabli que 
F verifie (1) et (2) de la definition l4.311 Comme de plus x(s)i 71 (l — s) = E(s), 
avec E = ^-"(-D), il est aussi etabli que x(s)F(l — s) est une fonction entiere 
moderee. 

II nous faut montrer la reciproque. Soit done F une fonction entiere mo- 
deree, telle que x( s )E(l — s) soit aussi une fonction entiere moderee. Nous 
savons par la remarque 14.331 qu'il existe un certain a > et un N G N 
tel que a s F(s) est 0(\s\ N ) dans Re(s) > \. La fonction a s F(s)/s N+1 etant 
0(1/| s\) dans ce demi-plan, les normes I? sur les droites verticales de ce 
demi-plan sont uniformement bornees. Par un theoreme de Paley- Wiener, 
cela implique qu'il existe une fonction / G L 2 (l, oo; dx) avec 

F(s) f 00 _ f°° 
a s = / f(x)x s dx = I f(x/a)a s x s dx 

s J l J a 

dans ce demi-plan. Notons g{x) = f(x/a)/a, pour x > a, pour \x\ < a, 
g(—x) pour x < —a. Ainsi 

F(s) = s N+1 g(s) , 

et done fpar 14.171) . F = D, avec D la distribution temperee paire qui est 
egale a x) N+1 g(x), et est done aussi nulle dans l'intervalle ] — a,a[. 

En repetant l'argument pour G(s) = x(s)i ? (l — s) en lieu et place de F 
on voit qu'il existe aussi a' > 0, N' G N et une fonction k paire, de carre 
integrable, nulle sur ] — a',a'[, telle que 

G(s) = s N ' +1 k(s) , 
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pour Re(s) > \ (presque partout sur la droite critique). Quitte a remplacer 
N et N' par max(N, N') et a adapter g ou k Ton peut supposer N = N' . 
Par (jnHfl) la transformee de Fourier g de la fonction de carre integrable g a 
une transformee de Mellin qui est donnee par la formule g(s) = — s) 

sur la droite critique, c'est-a-dire ici : 

g(s) = X (s)F(l - s)(l - s)-"- 1 = G(s)(l - s)'^ 1 = k(s) . 



1 

Rappelons que (via la transformee de Mellin droite) l'operateur L de mul- 
tiplication par s/{\ — s) = — 1 + 1/(1 — s) agit sur L 2 (0,oo; dx) selon 
k(x) i — > L(k)(x) = —k(x) + k(y)^ dy. La fonction L(k) est constante 
pour < x < a'. La fonction L(L(k)) est affine en logx pour < x < a', 
etc. ... La fonction paire g = L N+1 (k) est done polynomiale en log x de degre 
au plus iV pour < x < a'. 

On note par ailleurs qu'il est correct d'ecrire au sens des distributions 
(paires) sur 1R : 

x -^-(log \x\) k = fc(log \x\) k ' 1 . 
dx 

Done la distribution paire 

(x±) N+1 T(g)(x) 

est identiquement nulle dans ] — a',a'[. II ne reste plus maintenant qu'a 
utiliser 

^ d d r 

J- — x = —x —J- 

dx dx 

pour obtenir 

D(x) = (^ x) N+1 g(x) => F{D){x) = (-l) N+1 (x ±) N +^(g)( x ) , 

et done pouvoir conclure que la distribution paire temperee D, qui est nulle 
dans un intervalle ] — a, a[, a > 0, a sa transformee de Fourier T(D) identi- 
quement nulle dans un intervalle ] — a', a'[, a' > 0. La distribution D a done 
la propriete S et le theoreme est completement demontre. 

Definissons : 



r(*±i) 2sin(f )r( s ) ' 

Si g est, par exemple, dans L 2 (0, oo; dx), et est vue comme une fonction im- 
paire alors sa transformee de Fourier k = g, k(x) = i / °° 2 sm(27rxy)g(y) dy 
a une transformee de Mellin droite qui est reliee a celle de g par la formule 
(presque partout sur la droite critique) : 

k(s) = x sin (s)g(i - s) . 
Si Ton preferait travailler avec la transformee en sinus J °° 2 sm(2irxy)g(y) dy 
il vaudrait done mieux supprimer le « i » dans la definition de x sm - Quoi 
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qu'il en soit, le theoreme suivant a une demonstration tout-a-fait semblable 
a celle de 14.351 et elle est laissee au lecteur. 

4.36. Theoreme. Soit D une distribution temperee impaire avec la pro- 
priety S. La fonction entiere F(s) = D(s) est moderee et x sm (s)F(l — s) est 
aussi une fonction entiere et moderee. Reciproquement si F est une fonction 
entiere moderee et si x sm ( s )F(l — s) est aussi entiere et moderee alors il 
existe une (unique) distribution temperee impaire D avec la propriete S telle 
que F en soit la transformee de Mellin. 

Nous etablissons quelques resultats concernant les zeros de D{s) lorsque D 
a la propriete S. Par l'equation fonctionnelle du theoreme 14.301 nous savons 
deja que D(s) a des zeros triviaux. Si D est paire la fonction 7T" r(|)D(s) 

est entiere, et si D est impaire la fonction tt~^~F(^^-)D(s) est entiere : un 
« zero non-trivial » est par definition un zero de cette fonction entiere. 

4.37. Lemme. Soit D une distribution, paire ou impaire, avec la propriete 
S. Alors D(s) a au moins un zero non trivial. 

Nous supposerons que D est paire (et non identiquement nulle) , la preuve 
etant similaire dans le cas impaire. Soit /(s) = tt~2 r(|)D(s). On etablit 
aisement que 7r~2r(|) est 0((l + \s — 1|) 2 l s ~2 1) dans le demi-plan Re(s) > |. 

Comme D(s) est moderee, on en deduit que |/(s)| est 0((1 + |s — 
dans ce demi-plan. Mais f{\ — s) est une fonction du meme type, done 
|/(s)| est 0((1 + \s — ^|)' ,s_ 2l) dans tout le plan complexe. Si elle n'avait 
pas de zero, on en deduirait que la fonction harmonique Re(log/(s)) serait 
< 0(1) + |s — 5 1 log(l + |s — s|) dans C. Cela n'est possible que si log/(s) 
est de la forme as + 0. On obtiendrait dans ce cas : 



puis (par exemple), en invoquant a nouveau la formule de Stirling : 



Mais ceci est impossible, puisque contradictoire avec la formule pour le type 
moyen de D(s) dans les demi-plans Re(s) > do (cf. remarque !4.33j) . 

4.38. Lemme. Soit D une distribution paire (resp. impaire) avec la propriete 
S. Soit p un zero non-trivial de D(s). Alors il existe une distribution paire 
(resp. impaire) D\ avec la propriete S telle que 





a 




On aD(s) = (s - p)D 1 (s). 
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En effet, soit Fi(s) la fonction entiere F(s)/(s — p). II s'agit certaine- 
ment d'une fonction moderee, et comme p n'est pas un zero trivial, la 
fonction x( s )Fi(l — s) (resp. x sm ( s )Fi(l ~ s )) es * aussi entiere (et mode- 
ree). Par le theoreme 14.351 (resp. I4.3(ij) F\{s) = D\{s) pour une certaine 
distribution D\ avec la propriete S. On a -D(s) = (s — p)Di(s) et done 
D(x) = {-jzx — p) D\(x) par la propriete 14.171 

4.39. Proposition. Soit D une distribution paire (resp. impaire) avec la 
propriete S. Alors D(s) a une infinite de zeros non-triviaux. II existe un 
entier N tel que pour tout choix de N zeros non-triviaux p\, . . ., pjy , il existe 
une fonction de carre integrable C paire (resp. impaire) avec la propriete S, 
telle que Videntite de distributions 

D(x) = P(4-x)C(x) 
dx 

ait lieu avec P(T) = rii<i<jv(-^ — Pi)- 

Par les deux lemmes precedents et une recurrence, pour tout choix de 
./V zeros non triviaux on aura D(x) = ni<j<jv(s x — Pj)F'n(x) avec une 
distribution (dependant des N zeros) possedant la propriete S. De plus 

-^( s ) = rii<j<Af( s — Pj)^N(s) ; comme D(s) est une fonction moderee, 
pour N sumsamment grand, et independamment du choix des zeros, on 
aura Dj^(s) = 0(l/\s\) sur la droite critique. La distribution Djy est done 
en fait une fonction de carre integrable puisque sa transformee de Mellin est 
de carre integrable sur la droite critique. 

4.40. Remarque. Si Ton prend un zero de plus les fonctions C seront conti- 
nues et o(l/yfx) pour x — > +oo a cause de C(x) = J R Dn(^ + iT)\x\~2 +iT 

4.41. Theoreme. Soit D une distribution paire (resp. impaire) avec la pro- 
priete S, non identiquement nulle. Soit < e < 1|. Le nombre des zeros 
de modules au plus T de la fonction entiere D(s) dans le secteur angulaire 
| arg(s — ^) — 1| < e est asymptotiquement equivalent a ^ log(T), et de meme 
pour | arg(s — i) + 1 1 < e. Le nombre des zeros non-triviaux de modules au 
plus T dans les secteur angulaires \ arg(s)| < | — e et \ arg(s) — n\ < 5 — e 
est o(T). 

Nous avons etabli ce theoreme pour les fonctions paires de carres inte- 
grables avec la propriete S dans |Hj (Theorem 7.7). II vaut aussi pour les 
fonctions impaires de carre integrables par une preuve quasi-identique. Le 
theoreme dans le cas general peut alors etre etabli en invoquant la propo- 
sition precedente. En fait on peut aussi simplement verifier que la preuve 
donnee pour [SJ Theorem 7.7] s'adapte aux cas envisages ici. 

F. Distributions homogenes et quasi-homogenes. Rappelons tout 
d'abord quelques notions sur les distributions homogenes (voir par exemple 
|13j). On dira que la distribution D sur R est homogene si il existe une 



58 



JEAN-FRANgOIS BURNOL 



fonction A : R x -> C telle que D(tx) = \{t)D(x) pour tout t ^ 0. Si D n'est 
pas la distribution nulle alors A est un morphisme continu de M x vers C x , 
qui est done soit pour un certain s S C, soit pour un certain 

s G C. A une constante multiplicative pres il existe une unique distribution 
(non-nulle) d'une homogeneite donnee. 
La fonction 

| r |s-l 

s^D s (x) = -q 

vr-fr(f) 

est analytique sur le demi-plan Re(s) > a valeurs dans les distributions, 
et elle admet un prolongement analytique en une fonction entiere et sans 
zero sur C a valeurs dans les distributions paires sur R. Pour tout s € C 
la distribution D s est homogene d'homogeneite \t\ s ~ . La restriction de D s 
a l'ouvert M \ {0} est la fonction |j;| s ~ 1 /7r _ 2r(|) (done nulle aux poles du 
denominateur). 
La fonction 



E s (x) 



x \x\ s 1 



W7r-^r(2±l) 

est analytique sur le demi-plan Re(s) > a valeurs dans les distributions, et 
elle admet un prolongement analytique en une fonction entiere et sans zero 
sur C a valeurs dans les distributions impaires sur R. Pour tout s £ C la 
distribution E s est homogene d'homogeneite 

4.42. Les identites suivantes sont verifiees : 

^-xD s {x) = sD s {x) ^-xE s (x) = sE s {s) 
dx dx 

On fait le calcul pour Re(s) > et ensuite on invoque un prolongement 
analytique en s. 

4.43. Soit g £ £ C (R X ) une fonction integrable d support compact eloigne de 
Vorigine. On a : 



g*D s =( K jj{t)\t\- s dt)D s 
g*E s =( K j^g(t)\t\- S dt)E s 



On fait le calcul pour Re(s) > grace au lemme HTTI et ensuite on invoque 
un prolongement analytique en s. 

AAA. Si D est une distribution non-nulle d'homogeneite A alors elle est tem- 
peree et F{D) est une distribution non-nulle d'homogeneite \{l/t)/\t\. On 
a en fait tres exactement : 

F(E S ) = i E 1 - 3 
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II suffit d'evaluer sur les fonctions test exp(— ttx 2 ) ou xexp(— ttx 2 ). 
Comme les fonctions s i— ► D s et s i— > sont des fonctions entieres on 
peut les deriver par rapport a s. Nous adopterons la definition suivante : 

4.45. Definition. On dira qu'une distribution D sur R est quasi-homogene 
si elle est la combinaison lineaire complexe d'un nombre fini de distributions 



du type D*' N = {f z ) N D z ou E S > M = (^) m E 



, Ai 



z=s 



Une distribution quasi-homogene est determinee par sa restriction a n'im- 
porte quel intervalle ] — a, a[, a > 0. Sa transformee de Fourier est aussi 
quasi-homogene. 

4.46. Pour tout s G C et tout N G N on a 

(£x - s) D S ' N+1 = (N + 1)D S > N (±x - s) E S > N+1 = {N + 1)E S ' N 
(£x - s) N D S > N = NID S (^x - s) N E S > N = N\E S 

ax-s) N+1 D^ = (±x-s) N+1 E^ = 

On derive -^xD s = sD s par rapport a s et on obtient -^xD s ' N+1 (x) = 
sD s,N+l (x) + (N + l)D s,N (x) (de meme pour E s ). Les assertions en de- 
coulent. Remarquons que D S,N et E S,N ne sont jamais la distribution nulle. 

4.47. Ce n'est pas vraiment une definition, ni une remarque, mais plutot 
un commentaire heuristique : la transformee de Mellin d'une distribution 
quasi-homogene (paire ou impaire) est la fonction complexe identiquement 
nulle. 

4.48. Definition. On dira qu'une distribution D est a-quasi-homogene si sa 
restriction a un intervalle ] — a,a[, a > 0, coincide avec la restriction a cet 
intervalle d'une distribution quasi-homogene D qh . Celle-ci est uniquement 
determinee et ne depend pas de a. 

4.49. Definition. Soit D une distribution temperee paire ou impaire a- 
quasi-homogene. La transformee de Mellin de D est definie comme etant la 
transformee de Mellin au sens de 14.131 de la distribution (paire ou impaire) 
D - D qh . 

Les deux propositions suivantes sont verifiees aisement : 

4.50. Proposition. Soit D une distribution paire (resp. impaire) a-quasi- 
homogene. Les distributions impaires (resp. paires) xD et D' sont aussi a- 
quasi-homogenes. Les formules 

4-D(s) = sD(s + l) xD(s) = D(s-l) 
dx 

sont valables et done aussi : 

x4-D(s) = (s - l)D(s) —xD(s) = sD(s) . 
dx dx 
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4.51. Proposition. Soit D une distribution a- quasi-homogene, paire ou im- 
paire. Soit g G £ C (IR +X ). La convolution multiplicative g * D est a' -quasi- 
homogene pour un certain a' > et la formule 

g^D(s) = g(s)5( s ) 

est valable. 

Nous aurons aussi particulerement besoin des lemmes suivant : 

4.52. Lemme. Soit D une distribution quasi-homogene et soit s G C. II 
existe une distribution quasi-homogene D\ avec {-^x — s)D\ = D. 

Cela decoule directement de 14.461 pour D = D S,N ou E S,N ; et aussi pour 
D = D W ' N , w 7^ s, puisque l'operateur L = -^x — s sur l'espace vectoriel des 
D w,k ( resp> E w,k^ o < < M est de la forme w - s + N avec N nilpotent. 

4.53. Lemme. Soit D une distribution verifiant 

II existe alors deux constantes (uniques) telles que D = aD s + (3E S . 

Soit t > et soit </> G V(R). Soit f(t) = f R D(x)(j)(tx) dx. Par 22, IV.l] 
/ est une fonction de classe C°° de t > et Ton peut deriver sous le signe 
« integrale ». 

f'(t)= [ D(x)x(f>'(tx)dx = - <^-xD,-(f)(tx)>= -s-f(t) . 
Jr dx t t 

Done f(t) = Ct~ s et 

<D(x/t)/t,(t)(x)> = t- s <L>(x),0(x)> . 

Autrement dit, D{x/t)/t = t- s D(x), D(tx) = t s - 1 D(x) pour tout t > 0. Si 
D est paire, on obtient que D est homogene pour le quasi-caractere 
et done D est un multiple de D s . Si D est impaire on obtient qu'elle est un 
multiple de E s . Dans le cas general on applique le resultat separement aux 
parties paires et impaires de D car elles verifient la meme equation. 

4.54. Lemme. Soit D une distribution nulle dans un intervalle ] — a,a[, 
a > 0. Pour tout s G C il existe une distribution (unique) D\ qui est nulle 
dans } — a,a[ et qui verifie : 

Si D est temperee, D\ Vest aussi. Si D est paire (resp. impaire) D\ Vest 
aussi. 
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Pour la preuve de cet autre enonce standard, indiquons simplement que 
comme D est nulle dans ] — a,a[ on peut considerer la distribution identi- 
quement nulle dans ] — a, a[ et qui est donnee formellement pour i/O par 
la formule 

D 1 (x) = \x\ s - I" \y\- s D{y)dy . 
x Jo 

Cette distribution est l'unique solution. 

4.55. Proposition. Soit D une distribution telle qu'il existe un a > et 
un polyndme unitaire P(T) tels que la distribution P(-4-x)D soit nulle dans 
Vintervalle ] — a, a[. Alors D est a-quasi-homogene. La reciproque vaut aussi. 

Par recurrence sur le degre de P, et il suffira de montrer que si _£7 = 
(-^x — s)D est a-quasi-homogene alors D Test aussi. Par le lemme precedent 
applique a E — E qh , il existe D\ nulle dans ] — a, a[ telle que (-4-x — s)D\ = 
E — E qh . De plus par le lemme ll.52l il existe une distribution quasi- homogene 
Z?2 verifiant {-j^x — s)Z?2 = E qh . La distribution D% = D\ + D2 est a-quasi- 
homogene et (-jLx — s)Dz = {-^x — s)D. II ne reste plus qu'a faire appel au 
lemme 14.531 La reciproque vaut par 14.461 

G. Propriete 5-etendue et fonctions meromorphes. 

4.56. Definition. On dira qu'une distribution temperee D a la propriete S- 
etendue si il existe a > tel que a la fois D et F{D) sont a-quasi-homogenes. 

Si D a la propriete 5-etendue, il en est de meme de xD et de D' , ainsi que 
de g * D pour toute fonction g £ C C (M X ), par le theoreme d'entrelacement 
14.111 Si D a la propriete 5-etendue, il en est de meme de D + D\ pour toute 
distribution quasi-homogene D\. Les distributions quasi-homogenes ont la 
propriete 5-etendue, et ce sont les seules a l'avoir pour tous les a > 0. 

4.57. Definition. On dira qu'une fonction meromorphe F(s) est moderee 
s'il existe un polynome non-nul P(s) tel que la fonction P(s)F(s) est entiere 
et moderee au sens de la definition 14.311 

4.58. Theoreme. Soit D une distribution paire avec la propriete S-etendue. 
Sa transformee de Mellin F(s) = D(s) est alors une fonction meromorphe 
dans le plan complexe, moderee, et telle que la fonction x{s)F(l — s) est aussi 
une fonction meromorphe moderee. Reciproquement si F est une fonction 
meromorphe moderee telle que x(s)F(l—s) est aussi meromorphe et moderee 
alors il existe une distribution paire avec la propriete S-etendue telle que 
F(s) = D(s) ; on peut fixer D de maniere unique en lui imposant d'etre 
nulle dans un voisinage de Vorigine. Les seules autres distributions paires 
avec la propriete S-etendue et la meme transformee de Mellin sont celles qui 

different de D par une distribution quasi-homogene paire. On a J-(D){s) = 
x(s)D(l — s). Le meme enonce vaut dans le cas impair en remplagant x(s) 
par x sm ( s )- 
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Soit D une distribution paire avec la propriete S-etendue, D qh sa partie 
quasi-homogene, E = T(D), E qh sa partie quasi-homogene. On a 

T{D - D qh ) = E-E qh + E qh - F(D qh ) . 

II existe un polynome unitaire Q(T) tel que Q(-^x) annule la distribu- 
tion quasi-homogene E qh (x) - F(D qh )(x). Soit Di(x) = Q(-x£){D(x) - 
D qh {x)). Comme Txj^ = -j^xT on a 

HDi){x) = Q{^x){E{x)-E qh {x)). 
ax 

La distribution paire D\ a done la propriete S stricte. Sa transformer de Mel- 
lin F\{s) = D\{s) est ainsi une fonction entiere moderee telle que x{s)F\(l — 
s) est aussi entiere et moderee. Or 

F 1 {s) = Q(l-s)D{s) , 

done F{s) = D{s) est une fonction meromorphe moderee, et x( s )F(l — s) = 
x(s)Fi(l — s)/Q(s) egalement. 

Pour la reciproque, si F est meromorphe et moderee, et aussi x(s)F(l — s) 
alors la fonction meromorphe F(s) = tt~2T(t;)F(s) ne peut avoir qu'un 
nombre fini de poles. Soit P(s) le polynome unitaire dont les racines sont 
ces poles, avec multiplicites eventuelles. La fonction = P(s)F(s) est en- 

tiere et moderee et la fonction x(-s)i ? i(l — s) = x(s)P(l — S )F(1 — s) = P(l — 
s)F(l — s)/(tt~ 2T(|)) Pest egalement. Done, par le theoreme 14. 351 c 'est qu'il 
existe une distribution D\ paire avec la propriete S stricte pour un certain in- 
tervalle ]—a, a[, a > 0, telle que F\(s) = D\(s). Par le lemme ll.54l il existe une 
distribution paire temperee D(x) (unique), identiquement nulle dans ]— a, a[, 
et verifiant : P(£x)D(x) = D x (x). C'est done que P(s)D(s) = £>i(s) ou 
encore D(s) = F(s). On a P(—x-^)J : '(D)(x) = F(Di)(x), done par la pro- 
position l a distribution J-(D) est a-quasi-homogene. Done D a la pro- 
priete S-etendue. De plus P(l - s)T{p){s) = f(Lh)(s) = x(s)Di(l - s) = 
x(s)P(l—s)D(l—s) done J r (D)(s) = x(s)-D(l— s). Si D2 a la meme transfor- 
mation de Mellin, alors par la definitionOiet par EH D 2 -D q 2 h = D-D qh , 
done D2 differe de D par une distribution quasi-homogene. Reciproquement, 
si c'est le cas alors D2 = D. Si de plus a la fois D2 et D sont nulles dans un 
voisinage de l'origine alors D2 = D. La demonstration du theoreme dans le 
cas impair est quasi-identique. 

Dans ce theoreme, on a normalise D on lui imposant d'etre nulle dans 
un voisinage de l'origine. On peut tout aussi bien imposer cette condition a 
J-(D), quitte a remplacer D par D — F^ 1 (J-(D) qh ). C'est cette normalisation 
que nous utiliserons pour decrire la partie polaire de tt~2T(^)D(s). 

4.59. Theoreme. Soit D une distribution paire avec la propriete S-etendue, 
normalisee de sorte que J-(D) ait une partie quasi-homogene nulle. Soit 
Swec fceN c w,kD w ' k la partie quasi-homogene D qh de D ( avec un nombre 
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fini de coefficients non nuls). La partie polaire de la transformee de Mellin 
complete n~^T(i)D(s) est : 



Dans le cas ou D est une distribution impaire avec la propriete S-etendue, 



La partie polaire ne depend (lineairement, et independamment de a > 0) 
que de D qh , puisque si D qh = Df 1 alors D — D\ a la propriete S-stricte 
et done les transformers de Mellin completes de D et de D\ different par 
une fonction entiere et ont la meme partie polaire. De plus si la partie po- 
laire s'annule alors D par le theoreme 14.581 differe d'une distribution avec la 
propriete 5-stricte par une distribution quasi-homogene. Comme F{D) = 
dans un voisinage de l'origine cela n'est possible que si cette distribution 
quasi-homogene est nulle. Done D qh est nulle. II existe ainsi une correspon- 
dance lineaire bijective entre les distributions quasi- homogenes realisables 
et les parties polaires realisables, qu'il s'agit de preciser. Notons que toutes 
les parties polaires sont effectivement realisees, comme on le voit en partant 
d'une quelconque distribution non-nulle E avec la propriete S stricte en for- 
mant des combinaisons lineaires avec les fonctions (s — to) - fe-1 7r~2r(|)i?(s), 
w & C, k £ N (k au moins egal a la multiplicite eventuelle de w comme zero 
non-trivial). Supposons alors que la distribution D avec T{D) qh = soit 
telle que seul un certain w soit un pole, d'ordre au plus k + 1, k G N. Alors 
(~3x x ~ W ) k+1 (D) a une transformee de Mellin complete entiere; elle dif- 
fere done d'une distribution avec la propriete S-stricte par une distribution 
quasi-homogene, mais celle-ci doit etre nulle car sa transformee de Fourier 
doit elle aussi etre identiquement nulle dans un voisinage de l'origine. Done 
(~3x x ~ w ) k+1 annule D qh . Les distributions quasi-homogenes compatibles 
avec cette condition sont les D W,:J , < j < k, et leurs combinaisons lineaires 
qui forment un espace de dimension k + 1. Toutes sont done realisees puisque 
toutes les parties polaires sont realisees et que les dimensions correspondent. 

Soit done D telle que D qh = D w '° pour un certain w G C (et T(D) qh = 0). 
Supposons tout d'abord que w n'est pas 0, —2, —4, .... Soit g infiniment 
derivable, non nulle, a support dans ]0, +00 [, compact et eloigne de l'origine. 
Par la methode de la demonstration de 14.291 F(D) qh = implique que la 
fonction (g*D)(x) (de classe C°° pour est a decroissance rapide pour 

x — ► +00. Sa partie quasi-homogene est g(w)D w, ° . La transformee de Mellin 
de g * D est done donnee par definition, pour Re(s) 3> 0, par 



u>eC,fceN 




normalisee de sorte que T{D) qh = 0, la partie polaire de it 2 Y(^-)D(s) 
est donnee par la mime formule avec D qh = X^eC fceN c w,kE w,k . 
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avec a > suffisamment petit. Le premier terme donne une fonction en- 
tiere et le deuxieme terme a comme partie polaire de son prolongement me- 
romorphe — g(w)(7r~ 2T(^)) _1 La partie polaire de la transformee de 
Mellin complete de g * D est done — g(w) -3— (on savait deja a priori par le 
paragraphe precedent que cette partie polaire etait un multiple de , done 
malgre la multiplication par 7r~2r(|), il n'y a pas creation de poles addition- 
nels en s = 0, —2, —4, . . . ). On peut toujours choisir g avec g(w) ^ 0, et on 
conclut que la partie polaire de tt~2T(^)D(s) est exactement jEr^, lorsque 
D qh = D w,o et j:( D yh = Ced a ^ demontre pour w ^ q, -2, -4, . . . , 

mais en remplagant D par E = T{D — D w '°) = J-(D) — D 1 ^ w, °, on remplace 
D w, ° par — D 1 ^ w, ° et s par 1 — s (par l'equation fonctionnelle du theoreme 
I4.58|) . done la conclusion vaut aussi sous 1' autre condition w ^ 1,3, 5,.... 
Elle vaut done pour tout w £ C 

Soit maintenant (j){x) une fonction paire non nulle dans S et avec la pro- 
priete 5-stricte. Posons, pour w £ C : 4> w (x) = {x^x -1 \y\~ w 4>{y)dy, de 
sorte que 4> w est a nouveau nulle dans ] — a, a[ et verifie {4zX — w)4> w = <f>, 
et done (s — w)(p w (s) = 4>(s). On notera <I>(s) := tt~2T(^)4>(s), qui est 

une fonction entiere, et & w (s) := ir~2T(^)(j) w (s) = 53^- Considerons, pour 
w restreint a l'ouvert U complementaire dans C des zeros non triviaux de 
4>(s), la distribution paire 

_ 4> w -F~ 1 {H ( !>u>) qh ) 

*(«;) 

qui est normalisee de sorte que J-(A w ) qh = 0, et dont la transformee de 
Mellin est jz^^jj- Par ce qui precede on sait sans calcul que la partie 
quasi- homogene de A w est exactement —D w '°, et done Ton peut aussi ecrire 
A w = §^j4>w — D w '°. Par ailleurs la formule qui definit 4> w prouve qu'en 
tant que distribution elle depend analytiquement de w. La distribution A w 
depend done analytiquement de w. II faut aussi se convaincre que le pas- 
sage a la transformee de Mellin est une operation qui commute a la de- 
rivation un nombre quelconque de fois par rapport au parametre w. Au 
facteur $^y 7r ~^r(|) pres il s'agit de regarder, au moins pour Re(s) 3> 

0, J a °° 4> w (x)x~ s dx. Certainement on peut permuter {-§^) k et Pintegrale, 
pour tout k G N, pour w dans un ouvert d'adherence compacte dans U et 
pour Re(s) > a avec a 3> 0. Par le principe du prolongement analytique, 
(^«)' S T^wW(w) es ^ ^ a transformee de Mellin complete de (-^) k A w pour tout 
k £ N (et tout w G U). Or la partie quasi-homogene de (J^) k A w est —D w ' k , 
tandis que 

1 $(s) 1 ^ 1 $(s) - $(w) 
s — w <3?(u>) s — w <3?(ui) s — w 



ENTRELACEMENT DE CO-POISSON 65 



differ e de — — par une fonction F(s,w) conjointement analytique en s G C, 

w G U. Done la partie polaire de (^) fc 7~^ J"^) > comme fonction des G C est 

exactement . Ainsi la partie polaire correspondant a la distribution 

D w ' k est exactement — ^z~Wi • Ce resultat est etabli pour w distinct des 

zeros triviaux de (j)(s), et en changeant eft il est done etabli pour tout w £ C 
Le theoreme 14.591 est done etabli dans le cas pair, et le cas impair est traite 
quasiment a l'identique. 

II peut parfois etre plus commode de disposer de la partie polaire de D(s) : 

4.60. Corollaire. Soit D une distribution non nulle, paire ou impaire, avec 
la propriete S-etendue, et normalisee par J 7 (D) qh = 0. Soit w distinct de 0, 
—2, —4, . . . si D est paire ou distinct de —1, —3, —5, . . . si D est impaire. 
Soit (co+ci log(x)+C2 log 2 (a;) + - • - + cn log N (x))x w ~ 1 la w- compos ante de la 
restriction (quasi-homogene) de D a ]0,a[, a > suffisamment petit. Alors 
la w- compos ante de la partie polaire de la transformee de Mellin simple D(s) 
est 

(-l)fc! 



^ k (s — w) k+1 

0<k<N v ; 

Nous traitons le cas pair. Notons j(s) = 7r~2r(|). II suffit de considerer 
un cas ou la restriction de D a ] — a, a[ est log iV (|x|)|x| u ' _1 . La composante 

' d > 



quasi-homogene est done (^-) Nr y(w)D w '° , que l'on peut ecrire 



V N\- 



^ "' (N-j)l j\ 

0<j<N y J ' J 

Par le theoreme precedent la partie polaire de r y(s)D{s) est 

ok* ' {N - j)l ( s - w y +l ' 

qui est aussi la partie w-polaire du produit 

-1 



AM 7 (s) 



(s-w 



,-ZV+l 



Ainsi 7(s) yD(s) + jjz~jN+rj est holomorphe en w et done la partie polaire 
de D(s) en w est exactement ^ s _J^n+i ■> ce qu'il fallait demontrer. 

H. Exemples. Dans cette derniere section nous evoquerons brievement 
quelques exemples, notables ou anodins, de distributions et de fonctions de 
carres integrables avec la propriete S ou la propriete S'-etendue. A tout 
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seigneur tout honneur notre premier exemple est probablement le plus im- 
portant : il s'agit bien sur de la distribution de Poisson 

Sa transformee de Mellin est £( s )- Si l'on remplace D par D — 1 de sorte 
que T{DY h = 0, on a D« h = 5 - 1 = D°>° - D 1,0 . La partie polaire 
de 7r~2r(|)C(s) est done par le theoreme 14.591 : ^ + -^r, ce qui n'est 
certes pas un resultat d'une fracassante nouveaute. Notons neanmoins que 
la preuve du prolongement analytique et de Pequation fonctionnelle de la 
fonction £(s) implicite dans cette approche est nouvelle, et que ses mots- 
cles sont : regularisation multiplicative et transformee de Mellin, formule 
d'entrelacement (de co-Poisson), operateur invariant d'echelle TI, espaces de 
Hardy, espaces de de Branges, propriete S*-etendue, fonctions de Nevanlinna. 
Citons ensuite la fonction paire de carre integrable : 

/W - m 



qui verifie 



^-xf( x ) = Y J 5 n (x)-l = D 1 (x) 



dx 



et dont la transformee de Mellin est done — (on laisse au lecteur la 

S V 

verification de la conformite de la partie polaire avec le theoreme 14.59(1 . 
L'avantage de la distribution D\ e'est que les convolutions g * D\ avec des 
fonctions de classe C°° a support compact eloigne de l'origine sont des fonc- 
tions de Schwartz (dont la transformee de Fourier est calculee par la formule 
de co-Poisson II. 5( e'est-a-dire par la formule d'entrelacement 14.11(1 . 

Des exemples d'un tout autre type sont fournis par les distributions paires 
A a et B a , et leurs analogues impaires, qui ont ete obtenues dans L'ope- 
rateur sur L 2 (0,o; dx) donne par 

<p(x) i— ► (a; i— ► / 2 cos(27rxy)(/)(y) dy) 
Jo 

est un operateur auto-adjoint compact, et comme il n'existe pas de fonction 
non nulle a support compact dont la transformee de Fourier soit a support 
compact, la norme de cet operateur est strictement inferieure a 1. II existe 
done une unique fonction (p a £ L 2 (0,a; dx) verifiant 

4>a(x) + / 2 cos(2tt xy)(j) a {y) dy = 2 cos(27rax) 
Jo 

Remarquons que l'on peut alors donner un sens par cette equation a (f> a (x) 
pour tout x G R et meme pour tout x £ C puisque l'integrale et le cosinus 
sont des fonctions entieres de x. Done <p a {x) est une fonction entiere, paire, 
de x. Elle est 2cos(27rax) + 0(l/x) pour x — ► +oo, done temperee comme 
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distribution de x. Par l'equation qui la definit sa transformee de Fourier 
verifie l'equation : 

F(4>a){y) + i]- o ,o[(2/)0o(y) = S a {y) + S- a {y) , 

done : 

F(<fia)(y) + 4> a (y) = S a (y) + 5- a (y) + i\ y \> a (y)4>a(y) • 

et ainsi la distribution temperee paire 

est identiquement nulle dans ] — a,a[. Comme elle est sa propre transformee 
de Fourier elle a la propriete S stricte (le facteur ^fa est introduit pour 
d'autres raisons ; cf. [HIE])- De meme en partant de 



2 cos(2TTxy)(p a (y) dy = 2cos(27rax) 



o 



et en definissant 



Ba = Y 



on obtient une autre distribution temperee paire, anti-invariante sous Fou- 
rier, avec la propriete S stricte pour l'intervalle ] — a, a[. 
Les fonctions 

A a (s) = vr-f T(^)A a (s) B a {s) = ^Y{^)B a {a) 

sont done par le theoreme I4.3UI des fonctions entieres verifiant les equations 
fonctionnelles 

A a (s) = A a (l ~ s) , B a (s) = -B (l - s) , 
et on notera aussi que 



A a (s) = A a {s) , B a { S ) = -B a {s) . 

Nous avons le theoreme suivant (et des definitions analogues avec la fonc- 
tion sinus menent a des distributions impaires avec la propriete S pour 
l'intervalle ] — a, a[ qui verifient aussi ce theoreme) : 

4.61. Theoreme ( 5 ). Les fonctions entieres A a (s) et B a (s) ont tous leurs 
zeros non-triviaux sur la droite critique. 

Cela resulte des equations fonctionnelles et du fait suivant : la fonction 
entiere S a (s) = A a (s) — iB a (s) verifie |£ a ( s )| > l^a(l — s)\ pour Re(s) > ^, 
car (|<? a (s)| 2 — \S a {l — s)| 2 )/(2Re(s) — 1) est le carre de la norme de reva- 
luation en s de 7r~2r(|)/(s) pour / paire, de carre integrable, nulle et de 
Fourier nulle dans ] — a, a[. Que de telles transformers de Mellin (a un chan- 
gement de variable pres) forment un espace de de Branges au sens de j2] avait 
ete demontre par de Branges dans PP, et de cela decoulait deja l'existence 
d'une fonction entiere £ a donnant la norme des evaluateurs par la formule 
ci-dessus, sans toutefois que Ton puisse en donner de formule explicite. Les 
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distributions A a et B a ont ete obtenues par Pauteur dans son article [3] qui 
resolvait ce probleme de donner une formule « explicite » pour £ a . 

On peut aussi prouver I4.6H en donnant de plus une interpretation ope- 
ratorielle aux zeros, en utilisant les equations differentielles par rapport a a 
qui ont ete etablies par l'auteur dans [0] et qui donnent la deformation des 
espaces de Hilbert de de Branges-Rovnyak-Fourier par rapport a a > 0. 

Rappelons de plus que comme consequence du theoreme 14.301 (dont la 
preuve a fait appel a [HI Theorem 7.7]) le nombre des zeros de parties ima- 
ginaires entre et T est equivalent a Tlog(T)/27r. 

Revenons pour conclure a des exemples deduits de la distribution de Pois- 
son (ou de la fonction dzeta de Riemann) : 

4.62. Soit < a < 1, A = 1/a. La fonction paire donnee pour x > selon : 

3(i + S) _(^ a + 4) 

^-^ , Jnx 

ax<n<Ax 

est de carre integrable surM, verifie J~{f a ) = +fa, est identiquement nulle 
sur Vintervalle ] — a,a[. 

4.63. Soit < a < 1, A = 1/a. Soient f a (x), g a (x), k a {x) les fonctions 
impaires donnees pour x > selon : 

(-1)» 



fa(x) = Yl 

ax<n+\<Ax 



ax<n+±<Ax z 



k a(x) = Yl 



(-ir 

(-1 >' 



ax<n+\<Ax V ( n + \ 



)x 



Elles sont de carres integrables sur IR et identiquement nulles sur ] — |, +§[. 
La transformee en sinus de f a est g a . La fonction k a est sa propre transfor- 
mee en sinus. 

4.64. Soit N G N. Soit 

Qn(u)= H (n(n + l)-j(j + l)) 

0<j<N 

La fonction paire (non-identiquement nulle!!) qui est donnee pour x > 
par la formule : 

x <^±3=<2x ' 
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est de carre integrable sur R. Elle-meme et sa transformee de Fourier sont 
identiquement nulles dans Vintervalle ] — ^(N + \) l l 2 , + ^) 1//2 [- 

Nous avons donne ces dernieres assertions purement a titre d'exercices. 
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31 aout 2004. Modifications par rapport a la version du l er aout 2004 : 

- page 8 : on a rajoute « (plus precisement, des sommes ^ n ^F(x™)) ». 

- page 9 : on rajoute a l'introduction Penonce du theoreme inverse qui 
caracterise les transformees de Mellin de distributions avec la propriete 
S ou 5-etendue. 

- page 12 : notation : /x([0, t[) au lieu de yu([0, t)). 

- page 48 : notations : J| et dans la preuve de 4.8. 

- page 56 : dans la preuve de 4.37 on a utilise 0{{1 + \s — ^|)' s_5 ') pour 
un passage a 1 — s plus correct. 

- pages 61-62 : on rajoute au theoreme 14.581 : « Les seules autres distri- 
butions On a T{D)(s) = x{s)D(l - s). » 

- pages 62 et suiv. : on a ajoute a la section 4.G le theoreme 14.591 et son 
corollaire decrivant les parties polaires. 

- On ajoute quelques lignes au debut de la section 4.H. illustrant le theo- 
reme sur les parties polaires. 

- On donne plus d'informations relatives au theoreme 14.611 de la section 
4.H. 
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